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Vorwort. 


Der vorliegende kleine Band kann und soll nur eine kurze Einführung 
in das umfangreiche Gebiet der Eigenwertaufgaben und ihrer numerischen 
Behandlung geben. Sowohl das Schrifttum über die mathematische Théorie 
aïs auch das Schrifttum liber die technisch-physikalischen Anwendungen 
ist in den letzten Jahrzehnten zu stark angewachsen, als dafi hier Voll- 
stândigkeit angestrebt werden konnte. Insbesondere beschrànken sich 
die Anwendungen hauptsàchlich auf das Gebiet der Mechanik ; im übrigen 
geben Einleitung und Inhaltsverzeichnis einen Überblick liber die Ab- 
grenzung des dargestellten Stoffes. 

Der Band stellt eine erweiterte Wiedergabe von Vorlesungen dar, die 
ich im Sommersemester 1942 vor Diplomingenieuren und interessierteren 
Studenten hielt, und setzt vom Leser etwa das voraus, was an einer Tech- 
nischen Hochschule in den Vorlesungen liber Mathematik und Mechanik 
gebracht zu werden pflegt. Nur an wenigen besonders gekennzeichneten 
Stellen wird etwas mehr vorausgesetzt, aber das Ergebnis so formuliert, 
daÛ es auch ohne Lesen des Beweises verstàndlich ist. 

Den Leser muB ich um Nachsicht bitten, wenn der Band nicht bis in 
aile Einzelheiten so abgerundet ist, wie ich es selbst geme erreicht hàtte; 
infolge kriegsbedingter Umstânde stand mir nur wenig freie Zeit zur Ver- 
fügung. Trotzdem hoffe ich, das Buch werde auch in der jetzigen Gestalt 
den Leser bei ernsthafter Mitarbeit in den Stand setzen, ein an ihn neu 
herantretendes Eigenwertproblem bis zur numerischen Lôsung zu bear- 
beiten; dazu sollen auch die zahlreichen eingestreuten Zahlenbeispiele 
helfen. 

Herrn Prof. Dr. E. Kamke, dessen allgemeine Theprie der Eigenwert- 
probleme bei gewohnlichen Differentiàlgleichungen dem vorliegenden 
Bande zugrunde gelegt wurde, bin ich f ür zahlreiche wertvolle Verbessei'ungs- 
vorschlàge zu grofiem Danke verpflichtet. Ferner haben die Herren Dr. 
H. HEINZERLING-Berlin-Adlershof und Dosent Dr. H. WlELANDT-Gôttingen 
Korrekturen gelesen. Ihnen môchte ich an dieser Stelle für die mühevolle 
Arbeit und für viele Bemerkungen herzlich danken. Auch Herr Dr. W. 
PÜSCHEL-Darmstadt machte einige Verbesserungsvorschlàge. Die Herren 
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cand. mach. J. Esser und cand. math. R. Linnemann haben vom Reichs- 
forschung8rat in dankenswerter Weise finanzierte Kontrollrechnungen für 
die Tabellen durchgeführt. SchlieÛlich gebührt mein Dank der Akade- 
mischen Verlagsgesellschaft Becker & Erler Kom.-Ges., die es trotz aller 
dureh den Krieg hervorgerufenen Schwierigkeiten ermoglicht hat, das 
Buch auch in dieser ernsten Zeit in der bekannten guten Ausstattung 
herauszubringen . 

Hannover, im Oktober. 1944. 

Lothar Collatz. 
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Einleitung und kurzer Uberblick. 

Eines der âltesten mathematisch durchgerechneten Eigenwertprobleme 
ist das von Leonhard Euler 1744 behandelte Problem, die kritische Last, 
die sog. „EuLERsche Knicklast“, für einen auf Druck beanspruchten und 
der Gefahr des Ausknickens unterliegenden schlanken Stab zu bestimmen. 
Im 19. Jahrhundert traten beim Ausbau der klassischen ,,mathematischen 
Physik“ zahlrèiche Eigenwertaufgaben bei Schwingungsproblemen auf. Die 
letzten Jahrzehnte lieferten in den verschiedensten Zweigen der Physik und 
Technik Eigenwertprobleme in einer solchen Fülle, daB in diesem Bande 
nicht auf aile Anwendungsmôglichkeiten eingegangen werden kann. Im 

I. Kapitel wird daher ein spezielles Gebiet, die Mechanik, herausgegriffen ; 
bereits bei diesem Gebiet treten verschiedenartige Eigenwertprobleme auf, 
so daB die charakteristischen Erscheinungen gut beobachtet werden kônnen. 
Insbesondere zeigt sich, daB man sich heutzutage nicht mehr wie noch vor 
einigen Jahrzehnten im wesentlichen auf die sog. ,,speziellen Eigenwert- 
aufgaben“ mit Differentialgleichungen der Form 

M [z] — Xp • z 

beschranken kann, sondern man ist genôtigt, sich mit den ,,allgemeineL 
Eigenwertaufgaben ‘ ‘ 

M[z]=kN[z] 

zu beschàftigen. Dabei ist z die unbekannte Eigenfunktion, X der Eigen- 
wert, p eine gegebene Funktion der unabhàngigen Koordinaten, M und 
gegebene lineare homogène Differentialausdrücke. Hinzu treten noch ge- 
wisse Randbedingungen. Eine besondere Rolle spieien die Eigenwert- 
probleme bei gewôhnlichen Differentialgleichungen ; sie sind wesentlich 
weiter erforscht als die bei partiellen Differentialgleichungen. Die Eigen- 
wertaufgaben bei den letzteren werden unter Verzicht auf eine systematische 
Behandlung nur soweit kurz besprochen, wie es für ihre numerische Be- 
handlung gebraucht wird. 

Es gibt verschiedene Wege, auf denen man eine Théorie der Eigenwert- 
probleme entwickeln kann. Die drei wichtigsten sind 

1. dér Weg der Differentialgleichungen, 

2. der Weg der Integralgleichungen, 

3. der Weg der Variationsrechnung. 

Collatz, Mathematik. A, Bd. 19 
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Einleitung und kurzer Überblick. 


Jeder dieser Wege hat seine besonderen Vorzüge. Die klassische Integral- 
gleichungstheorie von Fredholm, Hilbert, E. Schmidt u. a. stellt einen 
sehr eleganten Zugang zur Eigenwerttheorie dar. Sie liefert viele Tatsachen 
auf kurzem Wege, wie z. B. den Satz von der Entwicklung willkürlicher 
Funktionen, und führt bei partiellen Differentialgleichungen ebenso zum 
Ziele wie bei gewôhnlichen ; sie verlegt die Schwierigkeit an eine frühere 
Stelle, nâmlich an ihre Entstehung ; die Existenz der GREENschen Funktion 
und dainit des Kernes der Integi algleichung wird von der Integralgleichungs- 
theorie vorausgesetzt, aber die Frage nach der Existenz nicht beantwortet 
(jedenfalls nicht im allgemeinen). Die Integralgleichungstheorie führt bis 
zu den Problemen der Eingliedklasse (§ 7); die allgemeinen Eigenwert- 
probleme führen auf Integrodifferentialgleichungen, die man bis jetzt ma- 
thematisch nur wenig beherrscht. 

Die Variationsrechnung verwendet ^ Minimaleigenschaften der Eigen- 
werte. Bei ihr erscheinen Differentialgleichungen und Randbedingungen 
als die notvvendigen EuLERschen Bedingungen fiir ein Minimum. Diese 
Minimaleigenschaften bilden eine für die nuinerische Behandlung von 
Eigenwertaufgaben auBerst fruchtbare und von W. Ritz in ihrer vollen 
Bedeutung erkannte Grundlage. Dagegen bleibt in der klassischen Varia- 
tionsrechnung die Frage nach der Existenz eines Minimums, die Frage nach 
der Art der Extrema bei den hôheren Eigenwerten usw. offen. 

Der urmiittelbare Weg der Differentialgleichungen ist für gewôhnliche 
Differentialgleichungen nach der Théorie von E. Kamke der weitgehendste. 
Er ist in dieseni Bande ausführlicher als die anderen Wege beschrieben. 
Es konnen auf diesern Wege die Minimaleigenschaften der Eigenwerte für 
allgemeine Eigenwert problème, sofern sie nur selbstadjungiert (4*3) und 
volldefinit (4*9) sind, auf direkte Art und auf einem vielleicht für manchen 
Leser noch etwas ungewohnten, aber nicht schwierigen Wege bewiesen 
werden, die Fragen nach der Existenz des Minimums beim Rayleigk- 
schen Quotienten (8*1), nach Existenz unendlich vieler Eigenwerte, nach 
den Minimaleigenschaften der hoheren Eigenwerte konnen beantwortet 
werden. 

An die Minimaleigenschaften kniipft sich zwanglos das Verfahren der 
schrittv eisen Naherungen (4. Kapitel) an. In dieseni wird eine fundamentale 
Formel (12-19) genannt, deren Anwendung zwar an einige Zusatzvoraus- 
setzungen gebunden ist (vgl. den Satz in 12-4). Sind aber diese Voraus- 
setzungen erfüllt, was in vielen Anwendungsfallen zutrifft, so erhiilt man 
in der Formel (12-19) eine fiir Anwendungszwecke im allgemeinen genügend 
genaue, mit relativ geringer Rechenarbeit aufstellbare obéré und untere 
Schranke für den ersten Eigenwert. 
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Im 6. und 7. Kapitel folgen einige Verfahren zur genàherten Eigenwert- 
bestinrnmng, die sich ziemlich allgemein (mit nur geringen Voraussetzungen) 
anwenden lassen, bei denen man dafür aber auch nur wenig aussagen kann, 
ja meist nicht einmal weiB, ob die erhaltenen Nàherungswerte zu groB oder 
zu klein sind. Man wird diese Verfahren, wie z. B. das Differenzen verfahren, 
anwenden, wenn man sich mit kurzer Rechenarbeit einen Überblick über 
die GrôBenordnung der Eigenwerte verschafïen will oder wenn die in den 
früheren Kapiteln beschriebenen Verfahren wegen nicht erfüllter Voraus- 
setzungen nicht anwendbar sind. Die Handhabung der verschiedenen 
Methoden wird jeweils an Beispielen erlâutert (eine Zusammenstellung der 
Beispiele befindet sich am SchluB des Bûches). Weitere Zahlenbeispiele 
finden sich in meinem Bericht, Z. angew. Math. Mech. 19 (1939) 224. Vor- 
schlâge dafür, welche Methoden man in einem vôrgelegten Falle an- 
wenden soll, werden in einer Übersicht (ebenfalls am Schlusse des Bûches) 
gegeben. 




I. Kapitel. 


Beispiele technischer Eigenwertprobleme 
aus der Mechanik. 

Zunàchst sollen einige Beispiele technischer Fragen besprochen werden, 
die auf Eigenwertprobleme führen. Dabei wird sich zeigen, daB schon bei 
ganz einfachen mechanischen Fragestellungen komplizierte mathematische 
Problème auftreten. Der mechanische Sachverhalt kann jeweils nur kurz 
gestreift werden, ausführlichere Darstellungen bringen die Lehrbücher über 
technische Mechanik. 


§ 1. Ausweichprobleme. 

1*1. Stabknickung, Stab eingespannt-frei. Als einfachstes Eigenwert- 
problem betrachten wir einen ain einen Ende eingespannten Stab der 
Lange Z, dessen anderes Ende frei beweglich ist und eine im Schwerpunkt 
der Endflàche angreifende Last P trâgt, die in Bichtung der Stabachse 
wirkt. Die Querschnitte des Stabes brauchen 
nicht gleich groB zu sein, aber die Haupttràg- 
heitsachsen sâmtlicher Querschnitte sollen in zwei 
teste Richtungen f allen. 

Bei jedem Wert von P ist der Fall, daB die 
Stabachse geradlinig bleibt, als Gleichgewichtsfall 
môglich. Man weiB jedoch, daB es einen kritischen 
Wert von P gibt, oberhalb dessen die geradlinige 
Lage nicht die stabile, sondern eine labile Gleich- 
gewichtslage ist. Bei der stabilen Gleichgewiehts- 
lage hat der Stab eine ausgebogene Fôrm. Wir 
interessieren uns nun für den Beginn des Aus- 
knickens, d. h. wir betrachten eine von der geradlinigen Gestalt ein wenig 
verschiedene (ausgebogene) Gleichgewichtslage des Stabes. Für diese Lage 
(vgl. Abb. i*i, dort ist auch die Lage der Koordinatenachsen x , y ein- 
getragen; der Koordinaten-Anfangspunkt wird in den Angriffspunkt der 



Abb. i*i. Ausknicken 
eines Stabes mit einem 
eingespannten und 
einem freien Ende. 
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i. Beiapiele technischer Eigenwertprobleme aus der Mechanik. 


Kraft P gelegt) lautet die Gleichung der elastischen Linie bei kleinen 
Auslenkungen y(x) 

(I-I) M = P y — — EJ y" = — a y". 

Dabei sind die üblichen Bezeichnungen verwendet : Biegemoment M , Ela- 
stizitâtszahl E, axiales Flâchentrâgheitsmoment J, Biegesteifigkeit a — EJ ; 
Striche bedeuten Ableitungen nach x. 

Man hat also als Differentialgleichung des Problems 



Von der Zusammendrückung des Stabes und von etwaigem unelastischem 
Verhalten ist abgesehen. Zur mathematischen Formulierung des Problems 
gehôren aufier der Differentialgleichung noch die „Randbedingungen“, 
die hier von der Lagerungsart des Stabes abhângen. Man liest aus der 
Abb. 1*1 unmittelbar die geometrischen Bedingungen ab ^(o) = O, y' (/) = O. 

Es sind nun Losungen des aus Differentialgleichung und Randbedingun- 
gen zusammengesetzten Problems gesucht. Wir nehmen als Beispiel einen 

p 

Stab konstanten Querschnittes, also a — const, und setzen — = X = k 2 . 
Dann lauten die Losungen der Differentialgleichung 
y — A cos kx B sin k x . 

Die willkürlich wàhlbaren Integrationskonstanten A und B sind den Rand- 
bedingungen anzupassen. 

\us y( o) = o folgt A— o. 

Die zweite Randbedingung liefert 

y' (l) = kB cos kl = o. 

Es ist also entweder 

1. k = 0, d. h. keine Belastung, dieser Fall ist ohne Interesse. Oder 

2. B = o, das ergibt: 

y(x) ~ 0. 


Diese Lôsung ist immer moglich, stellt die geradlinige Gleichgewichtslage 
dar und interessiert uns ebenfalls jetzt nicht. Oder 

3. cos kl — o, das ergibt: 


Zu diesen Werten von k gehôren die ,,Knicklasten“: 

P m = ak* = a | <2 ”“ 0 Jtj 2 (m = I, 2, . . .) , 

und zu jedem dieser ausgezeichneten A:-Werte gehôrt eine ganz bestimmte 
(bis auf einen konstanten Faktor B festgelegte) Àusbiegungsfunktion 
y(x) = B sin kx (Abb. 1*2). 



Stabknickung. 7 

Wir stellen nochmals den mathematischen Sachverhalt fest: Vorgelegt- 
ist eine lineare homogène Differentialgleichung 

y" =--iy 

mit den homogenen Randbedingungen 2/(0) = y f (l) — o. 

Für jeden Werb von A hat dieses Randwertproblem die ,, triviale” Lô- 
sung y== O. Aufierdem gibt es aber noch gewisse Werte von A, nâmlich 
die abzâhlbar unendlich vielen Werte 

für m — 1, 2, . . für welche das Pro- 
blem eine nicht identisch verschwindende 
(,,nichttriviale”) Lôsung y(x) hat. Diese 
Werte von A nennt man die ,,Eigen werte” 
des Problems, und zu jedem Eigenwert 
gibt es eine, bis auf einen konstanten 
Faktor bestimmte, Lôsungsfunktion y (x), 
die man ,,Eigenfunktion” nennt. Die Er- 
mittlung der Eigenwerte und Eigenfunk- 
tionen ist die gewôhnlich zu ïosende, 
vom physikalisch-technischen Standpunkt aus interessierende Aufgabe. 
Sie kann auf groBe Schwierigkeiten stofien, da die Losung in geschlossener 
Form, wie wir sie eben kennen lernten, besonders bei Difïerentialgleichungen 
mit nichtkonstanten Koeffizienten, oft nicht moglich ist. Wir werden uns 
in diesem Kapitel weiterhin damit begnügen, die betreffenden Fragen auf 
Eigenwertaufgaben zurückzuführen und diese mathematisch zu formu- 
heren, und verschieben die numerische Behandlung auf spâtere Kapitel, 

1*2. Knicken des eingespannt-gelenkig gelagerten Stabes. Es sei nun, 
etwa wie in Abb. 1*3, der obéré Punkt vertikal geführt. Hierbei wirkt auf 
den oberen gelenkig angeschlossenen Punkt 
auBer P noch eine unbekannte Horizontalkraft 
H . Daher lautet jetzt das Biegemoment 

M = Py — Hx = — EJ y" — — a y" . 

Die noch unbekannte Kraft beseitigen wir 
durch zweimalige Différentiation und erhalten 
die Differentialgleichung : 

(i*3) (v-v”)" — — Py" - 

Da die Gleichung von vierter Ordnung ist, be- 
nôtigen wir auch vier Randbedingungen (unten 



Abb. 1*3. Ausknicken des 
eingespannt-gelenkig 
gelagerten Stabes. 



Abb. i*2. Die ersten vier Eigen- 
funktionen (môgliche Gleichge- 
wichtslagen) des prismatischen, 
eingespannt-freien Knickstabes 
mit den zugehôrigen Knicklasten. 
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i. Beispiele technischer Eigenwertprobleme aus der Mechanik. 


Einspannung, oben verschwindet das Biegemoment) : 

y(o) = o, y(l)= o, 

y" (o) =o, y'(l) = o . 

Die gesuchte Knicklast P erscheint hier als Eigenwert À eines Problems 
vierter Ordnung. Wir bemerken, daû der Eigenwert A nicht mehr wie in 
(l*2) mit y selbst, sondern mit der Ableitung y" multipliziert auftritt. 


1*3. St&bknickung mit Berücksichtigung des Eigengewichtes. Bei dem 

Knickstab von i*i, der jetzt senkrecht stehen môge, soll nun noch das 
Eigengewicht des Stabes berücksichtigt werden 1 ). Die unten angreifende 
Druckkraft P ist dann die Summe aus der oben an- 
greifenden Druckkraft P 0 und dem Gesamtgewicht 
G 0 des Stabes (vgl. Abb. 1*4). Es werde wie in i-l 
eine von der geradlinigen Gestalt verschiedene, 
schwach ausgebogene Gleichgewichtslage zugrunde 
gelegt. Zu dem Biegemoment M (x) an der Stelle x 
triigt jetzt aufier der Kraft P noch das verteilte 
Eigengewicht des Stabes bis zur Stelle x bei ; auf ein 
Stabelement der Lange A ( im Abstand £ vom oberen 
Stabende (Abb. 1*4) wiçkt die Schwerkraft yFA( t 
wenn F die Querschnittsflâche des Stabes und y das 
spezifîsche Gewicht bezeichnet. Jetzt kann man das 
Biegemoment an einer beliebigen Stabstelle ^bilden 
und hat damit als Gleichung der elastischen Linie: 



Abb. 1*4. Ausknik- 
ken eines einseitig 
eingespannten Sta- 
bes bei Berücksich- 
tigung des Eigen- 
gewichts. 


M = P 0 y + f y F (£) [y(x) - y(()] d£ = - a y” 


Durch Differenzieren beseitigt man das Intégral. Nach der allgemeinen 
Regel zum Differenzieren eines Intégrais nach einem Parameter 2 ) 

V (x) V(z) 

~ J G{x,£)dÇ= j —^~ ) d£ + G(x i \p(x))\p'(x)-~G(x,<p(x))y(x) 
v(x) <p(x) 

erhâlt man 

P„ y -f / y F(i)y'(x)d£ — — («»")' 

Ü 


*) Fr. A. Willers, Das Knicken schwerer Gestânge, Z. angew. Math. Mech. 21 
(1941) 43; R. Gran Olsson, Ing.-Archiv 13 (1942) 162, dort als Problem zweiter 
Ordnung behandelt. 

2 ) K. Knopp, Einfùhrung in die hôherc Mathematik, Bd. III, Leipzig 1933» 
S. 319; Hütte, des Ingénieurs Taschenbuch, 27. Aufl. Berlin 1942, Bd. I, 118. 



Elastisch gebetteter Druckstab. 


9 


oder 


(P-G 0 )y' + y'(x) / yF(()d£ = - (a y")'. 

0 

Führt man ntin das Gewicht des Stabes von unten bis zur Stelle x ein: 
G(x) = / y F (£)d£ = G 0 — / yF(£)d(, 

x 0 


so folgt 

(1*4) (a y")' 4- P y' — G{x) • y ' = o. 

Nochmalige Différentiation erzeugt die sog. „selbstadjungierte" Gestalt 
(Erklàrung in 43) der Differentialgleichung 


(i‘5) (**/")" -(Gy f y = -Py". 


Hierbei ist P wieder der Eigenwert X. Z u dieser Differentialgleichung vierter 
Ordnung treten die vier Randbedingungen (die letzte Bedingung folgt aus 
(1*4) für x — l) 

2/(0) =0, y"( 0) =0, 

y'(l) =0, (<Xt/")i«| =0. 


1*4. Elastisch gebetteter Druckstab. Ein durch eine axiale Druckkraft 
der Grôûe P beanspruchter Stab der Lange l liege auf einer elastisch nach- 
giebigen Unterlage, z. B. eine Eisenbahnschiene. Wir machen die „WlNK- 
LERsche Annahme“, dafi bei Einsen- 
kung um das Stück y die von der Un- 
terlage pro Liingeneinheit ausgeübte 

Kraft p(x) der Senkung y proportional 
ist also Abb. 1*5. Elastisch gebetteter Druck- 

stab. 



p{x) = Ky. 


K heiût die Bettungsziffer. Dann îautet bei einer kleinen Ausknickung 
(Abb. 1*5) die Gleichung der elastischen Linie 


M = Py+J Ky(()(x-{)d£ = -*y". 
0 


Différentiation liefert: 


P y’ + f Ky(£)d£ = — (et y” y 
0 

und eine zweite Différentiation ergibt alg Differentialgleichung des Problems- 
(1-6) (a y")" + Ky = -Py". 

Die Randbedingungen lauten bei gelenkiger Lagerung: 

y (O) = y(l) =0, 
y"( 0 ) = y"(l) = 0. 
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I. Beispiele technischer Eigenwertprobleme aus der Mechanik. 


1-5. Auskippen emes auf Biegung beanspruchten Tràgers 1 ). Abb.i-6 zeigt 
einen einseitig eingespannten, am anderen Ende eine Last P tragenden. 


Jiochkcmt gestellten Trâger, d. h. 



Abb. i*6. Seitliches Auskippen eines 
-durch eine Einzellast P auf Biegung 
beanspruchten, hochkant gestellten 
Tràgers. 


sei das Flàchentràgheitsmoment J y 
groB gegenüber J z , also J y > J 2 . 
Dabei ist ein x , y , z-Achsensystem 
so in den Trâger gelegt, daB die 
æ-Achse in die Trâgerachse vor der 
Verformung, die z-Achse in die 
Richtung der Belastung P fâllt 
und y die Seitenauslenkungen raiBt. 

Ist die Last P klein, so tritt nur 
Biegung ein, überschreitet jedoch 
die Last P einen bestimmten kri- 
tischen Wert, die ,,Kipplast“, so 
überlagert sich dieser Biegung ein 
seitliches Auskippen: Biegung uni 
die y - und z-Achse und Verdrehung, 
wie man es z. B. bequem bei einer 
ReiBschiene beobachten kann. Zur 
Ermittlung der Kipplast betrachten 
wir ein schwaches Auskippen, also 
geringe Seitenabweichungen y und 
kleine Drehwinkel fî. 



Abb. 1*7. Vorzeichenfestset* 
zungenftir Biege moment und 
Querkraft. 


Es ist hierbei notig, genau auf die Vor- 
zeichen zu achten. Wir wiederholen kurz 
einige der im folgenden gebrauchten Vor- 
zeichenfestsetzungen : Das Moment HT einer 
Kraft K wird als Vektor eingeführt: 

Ht = t X K. 

In den Abbildungen werden Momenten- 
vektoren zum Unterschiede von Kraftvekto- 
ren stets durch zwei Pfeile gekennzeichnet. 
Die Drehwirkung eines Momentes ist gleich 
der eines gleich wertigen Kràftepaares. Bei 
der Biegung (rechtshândiges Achsensystem 


1 ) L. Pbandtl, Dissertation, München 1899. A. und L. Fôppl, Drang und 
Zwang, Bd.. II, 2. Aufl. München und Berlin 1928, S. 323—352. K. Federhofer, 
Z. angew. Math. Mech. 6 (1926) 43. Handbuch der Physik, Bd. VI, Berlin 1928, 
S. 284. 



Auskippen eines Trâgers. 


II 


se, y, z wie in Abb. 17) wird das Biegemoment in der z-Richtung als 
positiv, die Querkraft in der negativen y-Richtung als positiv gezahlt. 
Eufolge dieser F estsetzungen werden Biegemomentenvektoren M z (Biegung 
in der x , y-Ebene) in der positiven z-Richtung positiv gezahlt, dagegen 
Momentenvektoren M y (Biegung in der x, z-Ebene) in der negativen 
y-Richtung positiv gezahlt, wie es in Abb. 1-6 angedeutet ist. (Die 
x , y, z-Achsen folgen in dem gleichen Sinne aufeinander wie x , z, — y.) 

Dann lauten die Gleichungen der elastischen Linie 
<17) M y = — <x„z", M t = — a, y" . 

Dabei ist (x. y =EJ y , ol z = EJ Z , und J yi J z bedeuten die Flâchentrâgheits- 
momente des Querschnittes bezüglich der y- und z-Achse. Mit der obigen 
Voraussetzung J y > J z stellen wir die folgende vereinfachte Uberlegung an. 

Das Moment der Kraft P hat die beiden Komponenten P x und P (y 0 — y) 
in y- bzw. ar-Richtung (Abb. 1-6). Die Komponente P(y 0 — y) darf, weil 
klein, in Stabrichtung angenommen werden. Dagegen mufi Px t weil von 
endlicher GrôBe, in Komponenten iii Richtung der neuen (verformten) 
Stabachse und senkrecht dazu zerlegt werden. Die Komponente von Px 
in der neuen Stabrichtung ist — Pxy (Abb. 1*6) und in der neuen Stab- 
hochachse Pxû. Man hat also als Biegegleichung : 

— OL z y" — — P x i) . 

Hierzu kommt zufolge der Komponente des Momentes in dèr Stabrichtung 
noch eine Torsionsgleichung, die mit C als Torsionssteifigkeit im allgemeinen 
lautet : 

Torsionsm ornent = Torsionssteifigkeit mal spezifischer Verdrehung 1 ). 
(Spezifische Verdrehung heiût Verdrehung pro Lângeneinheit und ist bei 
beliebig verànderlichem fî(x) durch ^ gegeben.) Also hat man hier 

P(yo—y) + Px v' = — c#' • 

Diese Gleichung difïerenziert ergibt 

— P y' -f P y' + Pxy " = — (Cê')\ 

Mit Hilfe der Biegegleichung kann man y" eliminieren, und es folgt als 
Differentialgleichung des Problems 

(1-8) = 
mit den Randbedingungen : 

&(l) = 0 (an der Einspannung kein Drehwinkel), 

' “ &'(o) — O (am freien Ende kein Moment). 

Jlierbei sind C und ol z gegebene Funktionen von x, P 2 ist der Eigenwert ?.. 


1 ) C. B. Biezeno und R. Grammel, Technische Dynaraik, Berlin 1939, S. 116. 
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i. Beispiele technischer Eigenwertprobleme aus der Mechanik. 


Die genauere, auch das andere Flâchentrâgheitsmoment J t berücksich- 
tigende Durchführung ergibt für fi die Differentialgleichung 

— (c&'y = ïiszïi (p X )H. 

dyCLz 

Bei den vorher behandelten Fragen lieCen sich die Eigenwertaufgaben 
wenigstens für Stâbe konstanten Querschnittes leicht in geschlossener Form 
durch elementare Funktionen losen. Hier haben wir eine Differentialglei- 
chung, die sich selbst bei Stàben konstanten Querschnittes nicht elementar 
in geschlossener Form losen lâBt, sondern auf Zylinderfunktionen führt 1 ) 
In der Gleichung (1*8) ist P • x das Biegemoment M(x); bei anderen 
Belastungen ist an dessen Stelle das entsprechende Biegemoment zu setzen. 
Bei irgendeiner Lastverteilung hat man also die Differentialgleichung: 


(I-IO) 


- (C&y 


(H( *)V» 

a z 


1-6. Torsion und Auskippen von Tragem mit I-Querschnitt. Ist der 

in i*5 betrachtete Stab ein Doppel-T-Tràger, so entsteht an Stelle einer 
Differentialgleichung zweiter Ordnung (1*8) eine solche vierter Ordnung 2 ). 

Es ist dann das Torsionsm ornent 



nicht mehr gleich Cfi\ sondern es- 
wird durch ein Glied dritter Ord- 
nüng erganzt. Bei einem T-Trâger 
ist eine Verdrehung eines heraus- 
gegriffenen Stabelenientes (Abb.i*8) 
mit einer Biegung der Flanschen 
verbunden; bei einer Drehung des 
Querschnittes urn den kleinen Win- 
kel fi verschiebt sich der Flanschen- 


Abb. 1.8. Torsion eines Elément s von schwerpunkt uni die Strecke y — — &, 
einem Tràger mit I-Qu^rschnitt. wobei h die Entfemung der beiden 

Flanschenschwerpunkte ist. Ist fi 
nicht konstant, sondern irgendeine Funktion von x , so ist dies gleich- 
bedeutend mit Biegung der Flanschen um den Steg des Trâgers, also 
,,um die hohe Kante“. In die Rechnung geht somit das Trâgheitsm ornent 
Y <x. f der Flanschen um die z-Achse, d. h. um seine kleine Achse, ein. Mit 


l ) Die Durchführung findet sich (auch für andere Lagerungsarten und Be- 
lastungsfàlle) bei L. Prandtl, Kipperscheinungen, ein Fall von instabilem elasti- 
schem Gleichgewicht, Dissertation, München 1899, S. i6ff. 

*) A. und L. Fôppl, Drang und Zwang, Bd. II, 2. Aufl. München und Berlin 1928, 

S. 339. 


Welle mit Druck und Torsion. 
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dieser Flanschenbiegung sind Querkràfte Q~ — (x f y")' verbunden, die 
ein Moment N ergeben, das in die gleiche Richtung wie das Torsions- 
moment fallt. Die genaue Durchführung zeigt, daB bei der Torsion von 
I-Tràgern das Torsionsmoment Cïï' durch 

(I-II) -** M")' + CV 

zu ersetzen ist. 


Beim Auskippen eines Tràgers vom J- Querschnitt ist dann die Kipp 
gleichung (i-io) zu ersetzen durch die Differentialgleichung 


(I-I2) 


- W)' + 


[ M{x)\ 2 û 
a * 


Da die Ordnung dieser Gleichung um 2 hoher ist als die Ordnung von 
(i-io), muB man noch zwei weitere Randbedingungen hinzunehmen. Bei 
dem in 1*5 herausgegriffenen Fall einer Einzellast am freien Ende x = O 
hat man jetzt an Stelle von (1*9) die Randbedingungen 

&(l)— 0, (o) — O (wegen y" — O), 

(1-13) < $'(/)= O (eingespannter Flansch, also y' — o), 

| — Cd' + y {v-i'O ")' J = o (Torsionsmoment =0 für x — 0 ) . 

1*7. Welle mit Druck und Torsion : ). Man kann einen Draht oder eine 
Welle der Lange l durch ein genügend grofies Drehm ornent zu einem Aus- 
knicken in Gestalt einer Schraubenlinie 
veranlassen, d. h. bei steigendem Torsions- 
moment gibt es erst nur Verdrehung, dann, 
von einem bestimmten ,,kritischen“ Tor- 
sionsmoment M an, verformt sich die 
Achse schraubenlinienfônnig. Ist die 
Welle noch einer axialen Druckkraft P 
ausgesetzt (Abb. 1*9), so tritt diese Schrau 
benverformung eher, d. h. bereits bei 
einem kleineren Wert des kritischen Tor- 
sionsmom entes M ein. 

Wir betrachten die Welle in einem 
schwach ausgeknickten Zustand, d. h. bei kleinem y und z. Die Momente 
P • z und P * y sind klein. Das Drehmoment M dagegen ist von end- 
licher GrôBe und muB in die Komponenten M y' und Mz nach den 

*) J. Ratzersdorfer, Knickfestigkeit von Staben und Stabwerken, Wien 

1936, S. 35. C. B. Biezeno und R. Grammel, Technische Dynamik, Berlin 1939, 
S. 545 - 



Abb. 1*9. Welle unter Druck- 
und Torsionsbeanspruchung. 
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i. Beispiele techniacher Eigenwertprobleme aus der Mechanik. 


Achsenrichtungen (Abb. i-g) zerlegt werden. Man hat daher nach den 
Vorzeichenfestsetzungen von 1*5 (vgl. Abb. 17) die Biegegleichungen : 

— ocz" = Pz — M y ' , 

-oc y" = Py + Mz'. 

Dabei ist a y — ol z angenommen und einfach a als Biegesteifigkeit geschrie- 
beri; die erste Gleichung ergibt differenziert : 

(1-14) (- «*">' = P* ~My" = Pz' + ^Jy + M *-z'. 

Multiplikation mit a und nochmalige Différentiation 

- [oc (ocz")']' = P (a z')' + M 2 z " + MPy' 

ergibt die Differentialgleichung 

[a (a z")']' + P[(olz'Y + a z"] + Af 2 z" + i^z = O 


mit den Randbedingungen 

z (O) =z(Z) = o, \(ccz")’ + Pz + “Z'I = 0 

1 a Jic- s o und i 

(die beiden letzten Gleichungen folgen aus der Gleichung (1*14) für y — O). 

Wenn die Welle konstanten Querschnitt hat, also a = const ist, lautet 
die Differentialgleichung 


IV , 2P „ , M 2 „ . P 2 

z 4 - 2 4 - — r 2 2 : 


Wenn Af gegeben und die kritische axiale Druckkraft P gesucht ist, tritt 
der Eigenwert quadratisch in der Differentialgleichung auf. Wenn dagegen 
die axiale Druckkraft P gegeben und das kritische Moment M gesucht ist, 
tritt der Eigenwert wie bisher linear auf. Ist kein Axialdruck vorhanden 
(P = 0) x so làBt sich die Differentialgleichung auf die selbstadjungierte 
Gestalt bringen 

(i-i6) 

Als weitere Besonderheit ist das Auftreten des Eigenwertes in den Rand- 
bedingungen zu erwâhnen. 


1-8. Kreisbogenknickung 1 ) . Ein gekrümmter dünner Stab von kon- 
stantem Querschnitt, dessen Achse ein Kreisbogen mit dem Halbmesser a 
und dem Zentriwinkel 2 (3 sei, stehe unter dem gleichfôrmigen einseitigen 
Druck p von auBen. Es soll als ein einfacher Fall der Kreisbogenknickung 
der kritische Druck berechnet werden, unter dem der Stab in seiner 
Ebene ausknicken kann. Dabei wird die Annahme gemacht, daB der Druck 
auch nach der Verformung senkrecht auf der verzerrten Mittellinie stehe. 


*) J. Ratzersdorfeh, Knickfestigkeit von Stàbcn und Stabwerken, Wien 1936, 
S. 305 ff. 



Kreisbogenknickung. 
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Nach Einführung von Polarkoordinaten r, <p (Abb. i*io) kann die neue 
Lage dnrch Angabe der als klein betrachteten Verschiebungen v, w , die 
ein Teilchen A in der tangentialen und radialen Richtung erfâhrt, gekenn- 
zeichnet werden. Die neue Lage A' ist in reehtwinkligen Koordinaten x, y 
gegeben durch 

x = (a — w) sin cp -f- v cos Ç 7 > 
y= (a — w) cos cp — v sin cp . 

Die Verschiebungen v bzw. w bewirken 
die tangentialen Dehnungen ~ bzw. 

— ~ . Wir machen nun weiter die An- 
a 

nàhme der Dehnurigslosigkeit der Mittel- 
linie, d. h. die gesamte tangentiale Deh- 
nung e t sei 0, 

dv 



e t = 7 w = O , oder w—., . 

l d<p d(p 


Abb. i*io. Knickung eines Kreis- 
bogens in seiner Ebene durch 
âufieren Druck. 


Für die Biegung schwach gekrüminter Stàbe gilt nun das Gesetz : Biege- 
moment M = Biegesteifigkeit a mal Krümmungsanderung A*. Dabei ist 

j A*= 1 die Difïerenz der neuen und alten Krümmung. Die neue 

Krümmung K berechnet sich nach einer bekannten Formel zu 

I# _ — x'y" + y'x'' 

( 1T 7) K G (x' 2 + ÿ*) , U ’ 

wobei Striche Ableitungen nach der Grofie s = a • cp bedeuten ( s — alte 
Bogenlange). Bei Vernachlâssigung quadratischer Glieder in v, w erhâlh 
man mit Benutzung von w = av' 

ax' = a cos (p — {v -j- aw') sin (p, 
a y = — a sin (p — (v + «w') cos (p , 
a 2 x " = (— a — av' — a 2 w") sin (p — (v -f- aw') cos (p, 
a 2 y" = ( — a — av' — a 2 w") cos (p -j- (v -j- aw') sin (p, 
x ' 2 -f- y ' 2 = I , 

a 3 (y' x" — x' y") = a 2 (i -f- v' + o,w") 
und damit wegen w == av' 

K = -= 1 (1 + »' + aV"). 

q a 

Mit der Krümmungsanderung 

= 1 


— ■ = + av'" 

L , a a 

ergibt sich für das Biegem ornent 

(1 -18) M = a K* = - (»' + a V") . 



i. Beispiele technischer Eigenwertprobleme aus der Mechanik. 
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Nach dieser geometrischen Vorbetrachtung greifen wir jetzt ein Stab- 
•element der Lange As heraus und stellen die Gleichgewichtsbedingungen 
für die an déni Elément angreifenden Kràfte 
und Momente auf. Es \virken Querkràfte Q, 
Normalkrâfte N, Biegemomente M und die 
àufîere Belastung pAs. Es sind Q , N, M in der 
aus der Abb. I-II ersichtlichen Pfeilrichtung 
als positiv gezàhlt; z. B. vergrôfiert ein posi- 
tives Moment die Krümmung. Es sei xp der 
Winkel der Tangente der verformten Stab- 
achse gegen eine raumfeste Richtung und so- 
mit A ip der Winkel, den die zu den Endquer- 
schnitten des herausgegriffenen Elementes ge- 
hôrigen Normalen miteinander bilden. Die 
■Gleichgewichtsbedingungen liefern‘bei kleinem Aip für die radialen Kom- 
ponènten aller Kràfte 

Q- pAs - (<? + AQ) + N^ + (N + AN) =o, 
iür die tangentialen Komponenten 

- Q - 1 / + N - (N + A N) - (Q + A Q) 4 ? = o 

und für die Momente (etwa bezüglich des Schnittpunktes der Tangenten 
^n die Stabachse in den Endpunkten des Stabelementes) 

Q A * + (Q + AQ) - M + (M + A M) = o. 

Beim Grenzübergang A ip -> o folgt daraus wegen K — - ■ = ^ 

(1*19) —Q' — p -f NK = o , 

(1*20) — QK — N' = o, 

(i*2i) Q-\-M’ = o. 

Mit M =p= olK* folgt aus (l-2i) Q = — a (K*)' — — olK', da sich K und K * 
nur um eine Konstante unterscheiden, sodann N = ? — -g—— aus (1*19) und 
weiter aus (1*20) 

{1-22) KK"’ — K'K"+-^K' + K a K' = o. 

Drückt man schliefilich noch die Krümmung K durch die Verschiebung v 
aus und behàlt nur die in v linearen Glieder bei, so erhàlt man als gesuchte 
Gleichung die Difïerentialgleichung sechster Ordnung 




Abb. i«ii. Kràfte und 
Momente an einem Elé- 
ment eines Kreisbogen- 
tràgera. 
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Als Randbedingungen treten hinzu: 

an einem gelenkigen Ende v = w = M = O oder v = v' — v'" = O 
und an einer Einspannung v = vo = w’ — O oder v = v' — v" = O . 
Der Eigenwert ist hier der kritische Druck p. 


§ 2. Schwingungsaufgaben. 



21. Schwingung eines frei herabhangenden Seiles 1 ). Ein vollkommen 
biegsames unausdehnbares Seil der Lange l, welches an einem Ende auf- 
gehângt ist und der Schwerkraft unterliegt, 
führe kleine Schwingungen aus. In den 
Aufhângepunkt wird ein z-p-Achsensystem 
gelegt, die z-Achse zeige nach abwàrts 
(Abb. 2*1). Die Schwingungen môgen in 
«iner Ebene, der x, p-Ebene, erfolgen, die 
seitlichen Auslenkungen y und die Schrâg- 
stellungswinkel y ' werden als klein ange- 
sehen (arctg y ^ y). Auf ein herausge- 
griffénes Seilelement der Lange A x wirken 
die Seilkrâfte S und S + A S, die Schwer- 
kraft qgFAx und (nach dem d’Alembert- 
schen Prinzip) die Trâgheitskraft — çFAxÿ 
•(mit q als Dichte, F Querschnittsflàche, 
g Fallbeschleunigung, Striche bedeuten Ab- 

leitungen nach der Lange x , Punkte nach der Zeit t). Die Seilkrâfte werden 
in horizontale und vertikale Komponenten zerlegt, und man erhâlt als 
Gleichgewichtsbedingungen, wenn man nach der TAYLORschen Formel 
A S durch S' • A x ersetzt, 

S' A x -f- QffFA x — o , 

(S y Y — QFÿ = o 

oder 

( 2 *i) S' — — ggF y 

(2-2) {Sy'Y = QFÿ. 

Die erste dieser beiden Gleichungen besagt, dafl die Abnahme der Seilkraft 
mit wachsendem x dem Eigengewicht des Seiles entspricht. Man kann ohne 
weiteres den Fall mit erfassen, daB das Seil unten noch eine Einzelmasse M 


Abb. 2*1. Kleine Schwingun- 
gen eines frei herabhàngen- 
den, vollkommen biegsamen 
Seiles. 


*) G. Hamel, Elementare Mechanik, Leipzig 1912, S. 536 — 539. 
Collât z. Mathematlk. A, Bd. 19. 
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mit dem Gewicht G — M g tràgt. Dann ist die Seilkraft an einer Stelle x 
gleich der Summe aus dem Gewicht des unterhalb dieser Stelle befindlichen 
Seiles und dem angehangten Gewicht G. Bei einem homogenen Seil (g und 
F konstant) ist z. B. 

S = G + ggF(l — x). 

Die Seilkraft S ist also als bekannt anzusehen. Damit ist (2*2) bereits die 
Bewegungsgleichung des Seiles; sié ist eine partielle Differentialgleichung 
für die unbekannte Funktion y(x, t). Für das homogène, belastete Seil 
lautet sie 

(2-3) [(G + ggF(l — x))y']' = QFÿ. 

Von der Gesamtheit der môglichen Bewegungsvorgânge interessieren wir 
uns jetzt für die synchronen Schwingungen, die sogenannten „Eigenschwin- 
gungen“, d. h. wir fragen, ob die partielle Differentialgleichung Losungen 
der Form 

(2*4) y(x, t)= Y (x) • cos co(t — £ 0 ) 


mit t 0 als Konstanten besitzt. Bei einem solchen Bewegungsvorgang schwin- 
gen aile Seilteilchen mit derselben Kreisfrequenz to und einheitlicher Phase, 
aber mit verSchiedenen Amplituden Y. Mit dem An- 
\ satz (2-4) wird 


Q und man erhalt die gewôhnliche Differentialgleichung 1 ) 

^ J (2-5) \(G + QgF(l—x))y']' = — gF(u 2 -y. 

g Sie làÛt sich auch für konstantes g F nicht mehr 

elementar integrieren wegen des Faktors (l — x) und 
Abb. 2-2. Zur Her- führt auf BESSELsche Funktionen. Die Randbedin- 
leitung der Rand- g^ngen sind 
bedingung beim 

schwingenden Seil | 1 ) y (°) 

mit Endmasse. < 2 * ’ 6 ) j 2) y . {l) = <£_ y{l) 

Die zweite Randbedingung entsteht, indem man das Kraftegleichgewicht 
am angehangten Gewicht G betrachtet (Abb. 2 - 2 ); Schwerkraft und Trag- 
heitskraft müssen eine Resultierende ergeben, die der Seilkraft das Gleich - 
gewicht hait, also unter dem Winkel y gegen die Vertikale geneigt ist, d. h. 


1 ) Man kann in (2*5) y durch Y ersetzen. Sowohl die Amplitudeilfunktion Y(x), 

als aueh die Schwingungsfunktion y{x, t) bei beliebigem festem t (also in jedem 

Zeitaugenblick) genügen der Gleichung (2*5). Für y(x, t) wird hier kurz y(x) ge- 

achrieben. 
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*9 


Die Randbedingung ist also von der GrbÛe von O unabhângig und gilt 
auch für 0 = o. (An Stelle von 2) kônnte man auch y" (l) = o schreiben.) 

Die Kreisfrequenzen œ sind gesucht. Man fragt also nach denjenigen 
Werten des Parameters co, für die die Differentialgleichung (2*5) mit den 
Randbedingungen (2-6) eine nicht identisch verschwindende (eine ,,nicht- 
triviale“) Lôsung y besitzt. Es liegt wieder ein Eigenwertproblem wie in 
§ i vor, die GrôBe co 2 ist der Eigenwert wie in 1-3 besteht hier die Be- 
sonderheit, daB der Eigenwert in den Randbedingungen (nâmlich in der 
zweiten Gleichung von (2*6)) auftritt. 

Die Eigenschwingungen haben eine besondere Bedeutung für die all- 
gemeine Lôsung der partiellen Differentialgleichung (2*3). Man weiB, daB 
es eine Grundschwingung, d. h. eine Eigenschwingung mit der niedrigsten 
Kreisfrequenz to lt und eine Folge von Oberschwingungen mit den Kreis- 
frequenzen (x>2 > cd 3 , . . . gibt. Die œ i seien der GrôBe nach geordnet; zu 
jeder Kreisfrequenz w i gibt es eine bestimmte zugehôrige (bis auf einen kon- 
stanten Faktor festgelegte) Eigenfunktion y t . Da die partielle Differential- 
gleichung (2-3) linear und homogen ist, ist die Summe zweier Lôsungen 
wieder eine Lôsung, man kann mehrere und sogar unendlich viele Lôsungen 
linear kombinieren (,,überlagern“), d. h. es ist auch 

00 

y(x , t) = y v {x) (A v cos œ v t + B v sin co v t) 

»>=i 


eine Lôsung bei beliebigen Konstanten A v> B v , sofern nur die A yt B v so 
stark abnehmen, daB die durch zweimaliges gliedweises Differenzieren 
nach x und t gebildeten Reihen gleiehmaBig konvergieren. Diese Lôsung 
nimmt für t = O gewisse Anfangswerte an : 


(27) 


g (x) = y(x, O) =JJ A,y,(x), 

OO 

h (x) = y{x, o) = 2 J B v b) r y,(x). 

v = \ 


Wenn man nun für das Eigenwertproblem den sogenannten Entwick- 
lungssatz beweisen kann, d. h: wenn man beweisen kann, daB man eine 
,,willkürliche“ Funktion (p(x) nach den Eigenfunktionen y^x) entwickeln 
kann, daB es also hier z. B. zu beliebig gegebener Funktion g(x) Konstan- 
ten A v und zur beliebig gegebenen Funktion h(x) Konstanten B v gibt, 
so daB die Beziehungen (27) bestehen, dann ist gezeigt, daB die unendliche 
Reihe für y(x , t) die allgemeine Lôsung der partiellen Differentialgleichung 
darstellt; denn eine beliebig herausgegriffene Lôsung der partiellen Diffe- 
rentialgleichung kann durch ihre „Anfangswerte“ g(x) und k(x) gekenn- 
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zeichnet werden. Ein beliebiger Bewegungsvorgang des Seiles kann also 
dann stets als Überlagerung aus den Eigensçhwingungen dargestellt werden. 


2 2. Torsionsschwingungen von Stàben. Ein Stab der Lange l führe Tor- 
sionsschwingungen um seine Achse aus; er sei etwa einseitig eingespannt, 
am anderen Ende frei, besitze eine geradlinige Achse, aber nicht notwendig 
konstanten Querschnitt. In die Stabachse im Ruhezustand wird eine x- Achse 
gelegt und die Koordinate x vom freien Ende aus gezahlt. # = ft(x, t) sei 
der Winkel, um den sich bei der Schwingung der Querschnitt an der Stelle x 
zur Zeit t aus der Ruhelage herausgedreht hat. (Davon, daB aile Quer- 
schnitte mit Ausnahme von Kreis- und Kreisringquerschnitt bei der Tor- 
sion nicht eben bleiben, sondern sich verwolben, wollen wir hier absehen.) 
Bezeichnet C — C(x) wie in 1-5 die Torsionssteifigkeit des Stabes an der 
Stelle x, so ist das Torsionsm ornent gegeben durch 


M t 


cf = Cê' 

dx 


Bei der Torsionsschwingung wirken auf ein einzelnes Stabelement die 
Momente (Abb. 2-3), links M t , rechts M t -j- AM t , so daB AM t zur Dreh- 
beschleunigung des Stabelementes zur Verfiigung steht. Also ist mit q als 

Dichte und J p als polarem Flachentragheits- 
moment des Querschnittes an der Stelle x 
A' M t — J v q A xi) , 

und damit erhiilt man für ê(x } t) als Be- 
wegungsgleichung die partielle Differential- 
gleichung 

(2-8) M' t = {C&)' =Qj p $. 

Wieder mit dem Ansatz für Eigenschwin- 
gungen wie bei (2-4) 

fi(x, t) = D(x) cos o)t 
erhâlt man mit â — — co 2 & die gewohnliche Differentialgleichung 
(2-9) — (Cê'Y — a) 2 gJ p & 

mit den Randbedingungen 

&(l) = 0 an der Einspannstelle keine Verdrehung, 

{)' (o) = o am freien Ende kein Drehmoment. 



Abb. 2*3. Momente an eincm 
Sfab:*'cment bei Torsions- 
schwingungen. 


Bei einem Trager mit I- Querschnitt erhôht sich wie in 1-6 die Ordnung 
der Differentialgleichung; man hat wie in (l*li) das Glied Cê' durch 
h 2 

— 2 (oLf&y zu erganzen, und (2*9) geht über in 
(2-IO) (a,#")" - {€&’)’ = qJ t a, H 
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mit denselben Randbedingungen wie in (1*13) 

&(l) = 0 , 

&(i) = o, 

0"(O)=O, 

Die Bedingung (J) = o ist erzwnngen durch die Flanschenbiegung* denn 
für die eingespannten Flanschen gilt y' = o, vgl. 1*6. Beim Trâger ohne 
Flanschen ist im allgemeinen &' (l) =j= o. 

2*3. Biegeschwingungen eines Stabes. Ein Stab der Lange l mit gerad- 
liniger Achse, der irgendwie gelagert sei, z. B. einseitig eingespannt wie in 
Abb. 2*4, kann auûer den in 2-2 untersuchten Torsionsschwingungen auch 
Biegeschwingungen ausführen. Eine a:- Achse 
werde in die Stabachse im Ruhezustand ge- 
legt, und mit y werden die, hier wieder als 
klein vorausgesetzten, Auslenkungen aus der 
Ruhelage bezeichnet. Wir fassen zunachst 
den Schwingungsvorgang so auf, als ob 
jedes Stabelement als starres Teilchen par- 
allel zur «/-Achse schwingt, und sehen also 
von allen Nebeneinflüssen ab, die sich daraus ergeben, daB ja in Wirklich- 
keit durch die Schràgstellung der elastischen Linie beim Schwingungs- 
vorgang jedes Stabelement auch Drehungen und damit Drehbeschleuni- 
gungen erfàhrt, daB das Stabelement seine Gestalt nicht beibehâlt und 
infolge der Winkelânderungen Schubspannungen auftreten usw. Wir fassen 
dann mit den üblichen Bezeichnungen (Dichte p, Querschnitt F , Biege- 
steifigkeit a) die Tràgheitskràfte — gFy als Lasten p auf und bekommen 
aus der bekannten Biegegleichung des Stabes 

( a y")" = p 

unmittelbar die Bewegungsgleichung 

(2-II) (a y")" = — e F ÿ- 

Mit dem Ansatz für Eigenschwingungen 
y — y(x , t) — Y (x) COS (ot 

wird daraus die gewôhnliche Differentialgleichung 
(2-12) (a y")” =qF(d 2 y. 

Je nach der Lagerung des Stabes erhàlt man ver- 
schiedene Randbedingungen, wir greifen einige 
Beispiele heraus, vgl. Abb. 2*5. 



Æ à 



Abb. 2*5. Verschiedene 
Lagerungen eines 
schwingenden Stabes. 



Abb. 2-4. Biegt8fihwingung 
eines einseitig eingespannten 
Stabes. 
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1. Stab links eingespannt, rechts frei: 

y( o) =y'( o) =o, 
y"(i) = y"'(i) = o. 

2 . Stab beiderseits gelenkig gelagert: 

y( 0 ) = y(l) =0, 
y"( o) = ÿ"(l)—o. 

3. Stab beiderseits elastisch gestützt. 

Hier tritt bei einer Senkung um das Stück y (O) links die Querkraft 
Q = cy (O) auf (c als Federkonstante), also ist am linken Ende 

Q = — (ay'X.o = cy( 0 ). 

Am rechten Ende lautet die Auflagerkraft — Q = (oLy f ')' x=l = cy(l). Man 
hat also die Randbedingungen, wenn man die Stelle x notigenfalls durch 
einen angehangten Index andeutet: 

y" (o) = o , 

( a y")i + cy(o)=o, 

y"(i) = 0, 

(a y")\ — cy(l) = o. 

4 . Stab links gelenkig gelagert, rechts elastisch gestützt : 

i/(0) = 2/"(0) — 0, 

y"(0 = o, 

(a y")\ — cy(l) = o. 

2 4 . Beispiel eines physikalischen Problems mit negativen Eigenwerten. 

Ist in den zuletzt genannten Lagerungsfallen 3 und 4 bei den Biegeschwin- 
gungen eines elastisch gestützten Stabes die Federkonstante c negativ 
(wirkt also bei kleinen Auslenkungen an den Enden eine die Auslenkung 
vergrôssernde Kraft, die man sich physikalisch leicht reâlisieren kann), dann 
kônnen négative Eigenwerte auftreten. Der leichteren Durchrechnung wegen 
nehmen wir nur eine Stütze als elastisch an und die andere als festes Gelenk. 
Ferner habe der Stab konstanten Querschnitt; dann geht Gleichung (2*12) 
(2-13) <xy lY — g F o 2 y 

mit der Abkürzung 

(2-14) A = ^ = *4 

über in 

(2-15) y iy =Xy = Jà y. 

Sie hat für k =%= o die allgemeine Lôsung 

y = A sin kx + B coskx + C Sin kx + D dof kx 
mit A, B, C, D als willkürlichen Konstanten. 



Problem mit negativen Eigenwerten. 
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Die ersten beiden Randbedingungen 

y(o) = B + D = 0, 
y"( o) = k* ( — B -J- D) — 0 

verlangen 

B = D — o . 

Die beiden anderen Randbedingungen 
y"(i) = 0, 
y"'( 1 )— * y(i)= o 

besagen mit & 4= o 

— A sin kl + C Sin H — 0 , 

A k z cos kl — -- sin &zj + C dof kl — £ Sinfczj =0. 

Das sind zwei lineare homogène Gleichungen für A und C, die genau dann 
eine von A — C — o verschiedene Lôsung haben, wenn die Koeffizienten- 
determinante verschwindet : 


— sin kl 


Sin A: Z 


— kïcoskl -sin kl le* dof kl — c Sin kl\ ° 

I a a I 

Die Ausrechnung dieser Déterminante liefert nach Division dureb 
sin kl Sin kl eine transzendente Gleichung für k (und damit zugleich für 
■den Eigenwert A) : 


(2-16) Ætg kl — ctg kl — 2 -- • . 

Man sieht aus einer graphischen Darstellung der beiden Seiten dieser 
Gleichung, Abb. 2*6, dafi sowohl für positives als auch für négatives c un- 
-endlich viele reelle Schnittpunkte der Kurven dtq kl — ctg kl und 2 — 

3 ® n 


mit positiven fc-Werten und damit nach 
{2*14) unendlich viele positive EigenwerteA 
existieren. 

Gibt es aber auch négative Eigen- 
werte A ? Für A < o setzen wir k nach (2*14) 
als vierte Wurzel einer negativen Zahl an 
als k = s ( 1 i) mit reellem s. Es sei 

weiterhin l — 1 ; Einsetzen von k — s ( 1 -f- i) 
in ( 2 *l 6 ) ergibt bei Benutzung von 
sin k = sin s dof s + i cos s Sin s , 
cos k = cos 3 dof s — i sin s Sin 5 , 

Sin k = cos s Sin s + i sin s dof s , 
dof k = cos a dof s + i sin s Sin s 



Abb. 2*5. Reelle Nullstellen 
der tr&nszendenten Gleichung 
(2.16). 
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nach kurzer Umrechnung die neue Gleichung für s: 


c sin 2 8 — Si u 2 s 

2 CCS* £ 0)2 8 — CCS 2 8 * 



Abb. 2-7. Graphische Dar- 
stellung für koruplexe Null- 
8tellen der Gleichung (2*16). 


Die graphische Darstellung der rechten Seite 
dieser Gleichung, Abb. 2*7, zeigt, daB man 
für positives c keinen reellen und für néga- 
tives c einen reellen Schnittpunkt s erhàlt, 
Für c< o gibt es also einen negativen 
Eigenwert A. Der zu diesem gehôrige Be- 
wegungsvorgang kann nicht als ,,Eigen- 
schwingung“, sondern hochstens als ,,Eigen- 
bewegung“ bezeichnet werden: 


y(x, t) = Y ( x ) cos (ot = Y (x) cos t — Y (x) do[ 


y {x,t) hat also für ein négatives A einen mit der Zeit anwachsenden Faktor. 
Den übrigen Eigenwerten A, die positiv sind, entsprechen richtige Schwin- 
gungen; aber das betrachtete System ist instabil; eine etwa vorhandene 
noch so kleine Komponente der zum negativen Eigenwert gehôrigen Eigen- 
bewegung wàchst mit der Zeit zu beliebig gpoBen Werten an. 

Nimmt man beide Enden des Stabes als elastisch gestiitzt an (Lagerungs- 
art 3 in 2*3, Abb. 2*5), so erhalt man mit l — 1 für k die transzendente 
Gleichung 

(dtg k — ctg k — ~J (tgfc + Ggk — =o. 



Abb. 2*8. Graphische Dar- 
stellung beim negativen 
Eigenwert des beiderseits 
elastiech gestützten 
schwingenden Stabes. 


Der erste Faktor wurde oben bereits gen&uer 
untersucht, der zweite liefert wieder unendlich 
viele positive und für négatives c einen weiteren 
negativen Eigenwert, er ergibt für k — s(i -fi) 
die Gleichung 

c sin 2 8 -f Sin 2 s 
2 a 8 * eus 2 s f t£o| 2 s ' 

Der rechts stehende Ausdruck ist in Abb. 2-8 
graphisch dargestellt. Bei dieser Lagerungsart 
treten also für c < o zwei négative und unend- 
lich viele positive Eigenwerte auf. 


2 * 5 . Stabschwingungen mit Berücksichtigung des Eigengewichtes. Die 

Biegeschwingungen eines einseitig eingespannten, senkrecht stehenden Sta- 
bes (z. B. eines hohen Schornsteines 1 )) sollen unter den gleichen Verein- 


*) M. G. Puwein, Béton und Eiscn 39 (1940) iOz. 
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fachungen wie in 2*3 besprochen werden. Eine æ-Achse weise in die Stab- 
achse senkrecht nach abwarts, die (kleinen) Seitenabweichungen werden mit 
y bezeichnet. In einer ausgelenkten Lage wirkt jetzt auf ein Stabelement 
aufier der Tràgheitskraft noch die Schwerkraft, Abb. 2*9, so dafi das Biege- 
moment gegeben ist durch 

M = — cty" = — J [— e-Fÿ(f)] (*— f) dÇ — / ggF[y($) — y(x)} dÇ. 

0 0 

Différentiation ergibt 

M' = — (aÿ")'== [QFÿ(Ç)d{ + j ggFy'(x)d£. 
à o 

Das zweite Intégral hat den Wert y'(x)-G(x) t 

X 

wobei G(x) == J ggFdÇ das Gewicht des Stabes 
0 

vom oberen Ende bis zur Stelle x darstellt. Somit 
folgt bei nochmaliger Différentiation: 

(2*17) — (*ÿ')" =çFÿ + (Gy)' 

oder wieder mit dem Ansatz (2-4) für Eigen- 
schwingungen 

(2*i8) (a y")" + (Gy'Y —çF co 2 y. 

Bei konstantem Quersehnitt ist G—gFgx , die Differentialgleichung hat 
also auch dann nicht konstante Koeffizienten, und die Ermittlung der 
Eigenwerte A — co 2 ist nicht ohne weiteres in geschlossener Form môglich 
wie bei den Gleichungen mit konstanten Koeffizienten. Die Randbedin- 
gungen lauten 

y(l) = y'(l) =0, y" (o) = y"’( O) =0. 

2-6. Kritische Drehzahl von Wellen mit Kreiselwirkung *). Als „fiiegende 
Welle“ bezeichnet man eine mit der Winkelgeschwindigkeit a> umlaufende, 
einseitig eingespannte Welle, die am anderen, freien Ende eine Scheibe 
trügt. Bei solchen Wellen darf man bei der Berechnung der kritischen Dreh- 
zahlen die durch die Schragstellung der Scheibe und der Wellen teilchen her- 
vorgerufene Kreiselwirkung im allgemeinen nicht mehr vernachlàssigen. In- 
fclge der Schragstellung der Scheibe ist die Drehachse nicht mehr Haupt- 
tragheitsachse, der Drehimpuls J fallt daher nicht in die Richtung der Dreh- 
achse, sondern rotiert mit. Die Ânderung des Drehimpulses, d. h. genauer 
die zeitliche Ableitung des Drehimpulses ist dann gleich dem auf die Scheibe 
ausgeübten Moment. 

9 C. B. Biezeno und K. Grammel, Technische Dynainik, Berlin 1939, S. 803 
bis 806, 821. 


y 



Abb. 2*9. Biegeschwin- 
gungen cines Stabes bei 
Berücksiehtigung des 
Eigengewiehtes. 
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Die Schràgstellung der Scheibe sei durch den kleinen Winkel <p — y r 
.gekennzeichnet. Die Scheibe habe die Tragheitsmomente A bezüglich ihrer 



Abb. 2 *io. Zur Herleitung der Diffe- 
rentialgleichung der fliegenden Welle. 


wo C — A — B gesetzt ist. Wegen 
die zeitliche Ableitung 



Symmetrieachse und B bezüglich 
einer dazu senkrechten Achse. Die 
Komponenten der Winkelgeschwin- 
digkeit bezüglich dieser beiden 
Achsen sind dann, Abb. 2*10, 
o) cos (p und o) sin (p oder wegen der 
Kleinheit von (p gleich a> und axp, 
die Komponenten des Drehimpul- 
ses sind J 1 Aco und J 2 = Bojop. 
Aus diesen Komponenten laBt sich 
der gesamte Drehimpuls J konstru- 
ieren; die Endspitze dieses Pfeiles 
hat von der Drehachse den „Ab- 
stand“ 

a — J j sin (p — J 2 cos (p J v q? — J 2 
— {A — B) t o<p = Cüjqp , 

der gleichfôrmigen Rotation ist dann 

i (o = C co 2 (p . 


Das ist das von der Welle auf die Scheibe ausgeübte Moment 1 ). 

Das Moment von der Scheibe auf die Welle betragt dann 
(2-19) M = — Cù) 2 (p. 


Ferner treten Fliehkrafte auf : -~my — -\-mco 2 y mit y(x,t) — Y {x )• cos ojt, 
wobei m = qF die Masse der Welle pro Làngeneinheit ist. Ist M 0 die Masse 
<ler Scheibe und c die ( C entsprechende) Differenz der Tragheitsmomente 
<ier Wellenteilchen pro Làngeneinheit, so lautet das Biegemoment: 


•( 2 * 20 ) 


M = — a</" = — f ()Fw 2 -y{Ç)(x — £)d£— M 0 oj 2 y 0 -x 
à 

Fliehkraft der Welle, der Scheibe 

— Cœ 2 -y' 0 — f cco 2 y'{i)d£. 
6 


Kreiselwlrkung Kreiselwlrkung 
der Scheibe der Welle 


1 ) Dieser Momentenvektor steht senkrecht auf der durch co, J 1 und fest- 
^elegten Ebene und ist in Abb. 2*io als ^ perspektivisch eingezeichnet. 



Torsionsschwingungen von Scheiben. 
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Différentiation ergibt: 

(2-21) M' = (— cf.y"Y = — f gFœ 2 y(Ç)dÇ— M 0 co 2 y 0 —caj 2 y'(x ) , 
ô 

und eine zweite Différentiation liefert die Differentialgleichung des Problems 
(2-22) (ay")" = o^(QFy + (cy')'). 

An der Einspannstelle x = l hat man wie in 2-3 die Randbedingungen : 
y (l) = y'(l ) = O ; die Randbedingungen für x = o erhàlt man, indem man 
in (2-20) und (2*21) x = O setzt. 

<2-23) cty"(o) = Ca> 2 y'(o), 

(1 *y")o = M 0 u> 2 y(o) + cüf-y (o) . 

Auch bei diesem Problem tritt der Eigenwert co 2 in den Randbedingungen 
auf. 

2-7. Torsionsschwingungen von Scheiben 1 ). Eine auf einer Welle sitzende 
rotierende Scheibe mit der vom Abstand r von der Drehachse abhângigen 
Dicke y(r ) kann unter dem EinfluB von Drehzahlschwankungen in ihrer 
Ebene Torsions- und Dehnungsschwingungen ausführen, die miteinander 
gekoppelt sind. Die Kopplungskrâfte sind jedoch zahlenmâBig klein gegen- 
über den für die Schwingung maBgeblichen Trâgheitskràften, und man darf 2 ) 



Abb. 2*11. Zur Torsionsschwingung Abb. 2*12. Forniânderung der 

einer Scheibe, GeHamtanordnung. Scheibe tei Totsionsschwingungen. 

bei der Berechnung der Eigenfrequenzen sowohl von der Kopplung absehen 
als auch die Berechnung an der nichtrotierènden Scheibe vornehmen. Im 
folgenden werden daher radiale Dehnungen auBer acht gelassen; die Welle 
wird als an den Enden eingespannt angesehen, Abb. 2 * 11 . Bei einer Tor- 
sionsschwingung verschieben sich konzentrische Scheibenkreise gegenein- 

x ) R. Grammel, Z. angew. Math. Mech. 5 (1925) 193 — 200. C. B. Biezeno und 
R. Grammel, Technische Dynamik, Berlin 1939, S. 652 ff. 

2 ) Biezeno und Grammel, a. a. 0 ., S. 655. 
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ander, und eine ursprünglich auf der Scheibe markierte Gerade wird. in 
eine durch den Verdrehungswinkel (p—<p(r ) gekennzeichnete Kurve, 
Abb. 2*12, übergehen. Damit sind Gleitungen y (Ânderungen des ursprüng- 
lich rechten Winkels) und Schubspannungen r verbunden. Abb. 2*12 ergibt 
unmittelbar 



oder als Grenzwert, wenn Striche Ableitungen nach r bedeuten, 

Gleitung y — np' und 

(2-24) Schubspannung r = Oy = Gr<p' . 

G ist dabei die Schubzahl. 

Nun greifen wir aus der Scheibe einen von r bis r -f- A r reichenden Ring 
heraus. Die sâmtlichen Schubspannungen ergeben zusammen ein Moment 
bezüglich der Wellenachse (innen und auûen verschieden, innen = M t 
aufien — M AM); die Differenz AM dient zur Drehbeschleunigung des 
Ringes. Die Schubspannungen wirken auf einer Flâche der GrôBe 2 nry y 
sie ergeben also das Moment 

M — 27 ir * t • y • r innen, 

M + -~r- * A r aufien. 

dr 

Der herausgegriffene Ring hat das Massentràgheitsmoment (mit g als 
Dichte) 

g 27 ir Ary • r 2 , 

also lautet für ihn die Bewegungsgleichung 

AM ^ Ar — Q 27 irAryr 2 ÿ 

oder 

( r2 r y)’ — gr 3 y(p , 

und wenn man für r seinen Wert nach (2*24) einsetzt, 

(2*25) G • {r^ycp'Y — g'Pyÿ. 

Mit p(r, t) = &(r) • cos œt lautet die Differentialgleichung 
(2*26) — — œ 2 r 3 y(p. 

Am Innenrande r — r 0 hat man die Randbedingung 

(ro)^c-<p(r Q ), 

die Schubspannung ist proportional zum Drehwinkel, die Konstante c be- 
rechnet sich aus der Anordnung und wàre z. B. eine andere, wenn die Welle 
einseitig eingespanpt ware. 



Verzweigu ngsproble me . 
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Am freien AuBenrande r — R ist die Schubspannung t = o und daher 
<p' (R) — o. 

Tràgt dagegen der Rand noch eine triige Masse, etwa eine Beschaufelung, 
so müssen die Schubspannungen am Rande ein Moment aufbringen, welches 
zur Winkelbeschleunigung der Schaufelmassen dient. Es ist dann — r(R) 
— (p{R) * const. und man hat die Randbedingung (p (R) — C l a) 2 <p(R). 
Dabei ist C 1 eine positive Konstante und w 2 der Eigenwert. 


§ 3. Ergânzungen. 

31. Eigenwertprobleme und Verzweigungsprobleme. Viele der hier be- 

sprochenen Aufgaben sind „ Verzweigungsprobleme". Wir erlautern dies an 
dem in I-I behandelten Ausknicken des eingespannt-freien Stabes. Die seit 
liche Verschiebung des Kraftangriffspunktes ist durch die GroBe B der Inte- 
grationskonstanten gegeben, und es war das paradoxe Ergebnis heraus- 
gekommen, daB für aile von den- Knicklasten verschiedenen Werte der Be- 
lastung P die GroBe B = o sein muB und daB für die Knicklasten selbst B 
beliebig sein kann. Das Ergebnis widerspricht der Wirkliehkeit, denn bei 
einer die Knicklast etwas überschreitenden Last würde nach dieser Théorie 
wieder nur die geradlinige Gleichgewichtslage moglich sein. Der Wider- 
spruch entfallt, wenn man an Stelle der Differentialgleichung (i-i) die Glei- 
ehung für endliche Ausbiegungen y(x) 


M — — — mit 
Q 


Q=r 


rr+7^ 3 

y " 


benutzt (p — Kriimmungshalbmesser der elastischen Linie). An Stelle von 
<I-2) tritt dann 


<3’I) 


_ y" 

YTTy 7 ** 


P 

cl{x) 


y- 


Diese Differentialgleichung ist dann nicht mehr linear, ihre Intégration ist 
bei konstantem a(æ) mit Hilfe von elliptischen Funktionen moglich 1 ). Die 
Gleichung (3*1) besitzt Bei den Randbedingungen y{ o) = y (l) — O wieder 
für beliebiges P die triviale Lôsung y = o, aber auBerdem zweigen von 
dieser Losung an den Stellen 


nichttriviale Losungen y(x) ab; die zugehorige Seitenverschiebung des 
Kraftangriffspunktes ist in Abb. 3*1 gestrichelt eingezeichnet. Die ge- 


l ) H. Heinzerling, Mathematische Behandlung einiger grundlegender Fragen 

des Knickproblems des geraden Stabes, Diss., Karlsruhe 1938, S. 39. 
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strichelten Kurven haben an den „Verzweigungspunkten“ senkrechte Tan- 
genten, so daB also für genügend kleine Ausbiegungen die gestrichelten und 
ausgezogenen Linien übeieinstimmen. Die Eigenwertdifferentialgleichung 
(1*2) entsteht aus der genaueren (3-1) durch „Linearisierung“, d. h. durch. 




/ 

/ 

/ 



/ 

/ 

/ 



/ 

/ 

/ 



/ 

i . 

/ 

/ 

/ 

/ 


r 

p 


Abb. 3.1. Seitliche Verschiebung des Kraftangriffspunktes bei der Ausknickung nach 

der Théorie der kleinen Auslènkungen ( — ) und nach der genaueren Théorie ( > 

(nicht maûstàblich). 


Entwicklung nach y und seinen Ableitungen und Streichen aller nicht- 
linearen Glieder. Die Verzweigungsstellen werden dabei exakt erfafit. Die 
Eigenwertrechnung liefert also die Verzweigungsstellen des exakt ange- 
faBten, endliche Formanderungen berücksichtigenden Problems. 


3-2. Système von Differentialgleichungen. Bei der Aufstellung techniBcher 
Eigenwertprobleme wird rnan hàufig (vgl. die Beispiele in 1*7, 1-8, 2*1 ) auf ein System 

von gewohnlichen Differentialgleichun- 
gen für mehrere Unbekannte geführt, 
aus dem man durch Elimination von 
Unbekannten eine einzelne Differential- 
gleichung hôherer Ordnung aufstellen 
kann. Wir ncnnen hier als weiteres Bei- 
spiel das Problem, bei einem Holm- 
Kippenrost 1 ) (Abb. 3*2) die Kipp- 
grenze bei einer Belastung durch Biege- 
momentc M t , M 2 zu bestimmen. 

Für die seitliche Auslenkung rj und 
die beiden Kippwinkel und /? 2 er- 
geben sich bei Einführung dimensionsloser GrôBen die Differentialgleichungen 



Abb. 3*2. Kippen eines Holm-Rippen- 
rostes infolge von Biegemomcnten. 


f ~ (M iPï d' ViPï) + r W Y = O* 

( 3‘ 2 ) j Cifari" -■ ' A c t (2p x -f p 2 ) — o, 

I 2 î) Pz d - c 2 (Pi d~ ^Pz) — o 


mit M x — c 3 , M 2 ^ fi 2 c 3 . Dabei sind c x , c 2 , c 3 von den geometrischen Abmes- 

sungen und Steifigkeiten der beiden Holme und der Rippen abhàngende, gegebene 


*) J. Weinhold, Über Kipplasten eines Holm-Rippenrostes, Ing.-Arch. 9 
(1938) 411—419. 
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Konstanten. Als unabhângige Verànderliche hat man eine Koordinate £ in Langs- 
richtung eines Holmes, Striche bedeuten Ableitungen nach £. Nimmt man die 
Holmenden auf beiden Seiten als fest eingespannt an, so hat man die Randbedin- 
gungen 

j ft(o) = A(I) = A(o) - A(I) = O, 

[5 ' 5) 1 y( o) = Tj(i) = 7?» - rj'(i) = o. 

Bei Einfülirung von A + A — y, A — A ~ d kann man die Differentialgleichungen 
.auf die Form bringen: 

(/*i + ^2) /' + (^1 ~/W 2 )(5" -f 4C^ IV = o, 

Ci(yUi + A*a) y" — y" + 3^2 y = o» 

—^ 2 ) V" ”<5 // + c 2 <5 = o. 

Jetzt lassen sioh y und <5 leicht eliminieren, und fur 77 ergibt sich die Gleichung 
achter Ordnung 

(3.4) r? 1U + V Yl (- 40, + + <W V ( 3e, -/•{ + ** -/.»•= o. 

An den Randstellen £ ~ o und £ = 1 verschwinden die Ausdrücke 

(3*5) 2rç IV + (/if +/*l)r]", 2 r/ VI -f (/if + /i|) r; IV + 2 c 2 (/if + /*i/i 2 -f fiÿ y" - 

Setzt man /i 2 — const • //j , so erscheint //f als Eigenwert A. 

Wàhrend beim System (3*2) der Eigenwert A nicht in den Randbedingungen 
(3*3) auftritt, kommt der Eigenwert in den Randbedingungen (3*5) fur die Differen- 
tialgleichung achter Ordnung vor. 

In den beiden Fàllen p x — /i 2 und fjL x — — /i 2 reduziert sich die Aufgabe auf ein 
Problem sechster Ordnung. Für fi 1 = /i 2 — ]/A erhâlt man die Gleichung 
(3-6) — t? vi -f $c 2 y iy = Ar) iy 

und für (i x — — /t 2 — A folgt 
(3*7) — y vl + C 2»/ IV = *y IY . 

In beiden Fàllen hat man diesel ben sechs Randbedingungen 

y(o) “ y'(o) = 77(1) — y'(i) = 77 IV (°) -f- Ay"{ o) = ?? IV (i) -f A?,"(j) — c. 

3 3. Andere Randbedingungen, Beziehungen zwischen den Werten aa 

beiden Randstellen. Man kann noch mannigfache andere Randbedingungen ala 
in § 1 und § 2 erhalten, z. B. 
solche, die die beiden Rand- 
stellen in Verbindung bringen. 

Erzwingt man z. B. bei den 
Biegeschwingungen eines Sta- 
bes (Abb. 3*3, links) gleiche 
Ausschlàge durch ein Seil, in 
dem die Seilkraft S herrsche, 

so hat man die Randbedin- Abb. 3*3- Andersartige Randbedingungen. 
y(o) =--- — y(l), y"{ o) = y"(l) = o, 



gungen 
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Schaltet man in das Seil nocli eine Fedor ein und lagert die Enden elastisch (Abb, 3*3, 
rechts), so lauten die Randbedingungen 

y"(o) = y"(l) o, 

( a y'%-o = ( c o + c 2 )y(°) + C 2 y(l); — (a = (Ci + C 2 )y(l) + C 2 y{ o). 

3*4. Vennischte ttbnnggfl.nfgn.hftn i, Man formuliere das Eigenwertproblem, 
insbesondere die Randbedingungen, für einen am einen Ende eingespannten, am 
anderen Ende (x = o) elastisch gestützten Druckstab 1 ) (Abb. 3*4). Es sei c die 
Federkonstante der clastischen Stützung, a(x) die Biegesteifigkeit des Stabes,’ 
P die gesuchte Knicklast. Das Kigengewicht werde vernachlàssigt. 

Lôsung: Zu der Differentialgleichung (1-3) treten die Randbedingungen 
y(l) = y'(l) - y"( o) - o; Py'( o) + cy(o) + (at/")i-o = o. 

Der Eigenwert A — P tritt in der letzten Randbedingung auf. 



Abb. 3*4. Einseitig eingespannter, am Abb. 3*5. Biegeschwingungen eines 

anderen Ende elastisch gestützter Tràgers mit Einzellast. 

Druckstab. 

2. Ein an den Enden gestützter Stab der Lange l mit konstanter Biegosteifig- 
keit a und konstanter Masse ju pro Làngeneinheit trage im Abstand a von einem 
Auflager eine Masse M (Abb. 3.5) (Motor auf einem Trâger). Man stelle die tran- 
3zendente Gleichung für die Eigenfrequenzen der Biegeschwingungen auf (wie in 
2*3 unter Vernachlàssigung der Nebeneinflüsse durch Rotationstrâgheit, L&ngs- 
sehwingungen usw.). 

Lôsung 2 ): Bezeichnet man die Durchbiegungen im linken Felde mit y x (x), im 

rechten mit y 2 (x), so erfüllen mit A = = k* die Funktionen 

oc 

y x — A x 8in kx -f B x Sin kx y 

y 2 = A t sin k(l — x) + B z Sin k(l — x) 

die Differentialgleichung und die Randbedingungen. Die Konstanten A lr B x , A t , B 2 
-sind aus den Übergangsbedingungen 

yi(o) = !/*(«); yi(«) = y a (a); M o)2 

yï(a) = y'î'W = y '(«) 

1 ) A. und L. Fôppl, Drang und Zwang, Bd. II, 2. Aufl. München und Berlin 
(1528), S. 31 1 (dort allerdings anders behandelt). 

2 ) Die gleiche Aufgabe ist bei K. Hohenemser und W. Prager, Dynamik der 
Stabwerke, Berlin 1933, S. 139/40, in Angriff genommen, aber nicht bis zur Glei- 
chung (3*8) durchgeführt. 



Ubungsaufgaben zum i. Kapitel. 


zu eliminieren. Mit der Abkürzung b 
gleichung 

_ v sinkasinkb 

< 3 - 8 ) ~ 


- a erhâlt man für k die Bestimmungs- 


Sin ka Siu kb 
Siii kl 


3. Ein prismatischer Stab der Lange l> der nach Art der Abb. 3*6 an den Enden 
gelagert ist, trâgt in aeiner Mitte und am rechten Ende je eine axial wirkende Kraft Q. 
Man berechne den kritischen ’ Wert von Q, d. h. den Wert, bei dessen Üb^rschrei* 
tung Auaknicken eintritt. 

Lôsung: Da der Stab konstante Biegeateifigkeit a hat, kann man die Differential- 
gleichung der elastiachen Linie in jedem der beiden Felder links und rechts von der 
Mittellast Q in geschlossener Form durch trigo- 
nometriache Funktionen integrieren; die Eli- 
mination der Integrationskonstanten aus den jV » | -r j-â * 

Rand- und Ubergangsbedingungen liefert für * . À 




ie transzendente Glei- 


6 a etg a + 3 \ r ic ctg ( fld) - 1 . Abb - 3* 6 Knickproblem für einen 

. , , . , a \\t 1 Stab mit zwei Druekkrâften Q. 

Die ersten beiden zu den Wurzeln a x , a 2 ge- ^ 

hôrenden Eigenwerte sind bei 0 . B. Biezeno, 

R. Grammel, Technische Dynamik, Berlin 1939, S. 512 316, auf einem anderen 
Wege als hier nàherungsweise berechnet zu 

— l ~ (2 o x ) z =■-- 6,506; = (2tr 2 ) 2 = 25,2. 

4. Bei der Aufgabe 3 sei die *Mittellaat P statt Q , also die linke Auflagerkraft 
P 4. Q statt 2 Q. Man stelle die zwischen P und Q bestehende Bedingung für Be- 
ginn des Ausknickens auf. Losungsgang vvie bei 3. Mit den Abkürzungen 


»• - 1/ 


P + Q l 


erhâlt man 


Q(zP + Q)o 2 ctg a 2 + (P + Q) (P + 2Q)cr 1 ctg a, - P 2 . 


5. Man stelle die transzendente Gleichung für die Eigenkreisfrequenzen to 
bei den Biegeschwingungen eines Tràgers auf drei Stützen mit den Feld- 
langen l v l 2 (Abb. 37) auf. Biegesteifïg- 

keit a und Masse [i pro Langeneinheit , ^2 >cC 2 — 

seien feldweise konstant, Nebeneinflüsse JgL 

T fi | _ fi ^ 

wie in Aufgabe 2 vernachlassigt. P* - € t * r* *2 ^ 

Ergebnis; Mit Abb. 3-7. Biegeschwingungen 

1 /Px OJ * 1 /pT™* __ ». eines Trâgers auf drei Stützen. 

l iy W =ki; l2 V ~V~ 2 

lafît sich die gesuchte Gleichung in der Gestalt schreiben : 


k A + i/ a j 
*,) + Y «, 


ih »(*,) 


Collât z, Mathematik. A, Bd. 19 
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Abb. 3*9. Graphische Darstellung der Frequenzfunktionen 5» 3, D von Hoeenemseb und Prager. 


Übungsaufgaben zum i. Kapitel. 


35 



^ !» 
T3 


»IP 



i. Beispiele techniseher Eigenwertprobleme aus der Mechànik. 


(3*io) 


Dabei sind die von Hohenemser-Prager 1 ) eingeflihrten und tabulierten 
Hilfsfunktionen benutzt, die sich bei vielen Schwingungsproblemen von 
einzelnen Tragern und ganzen Stabwerken bewahrt liaben: 

fl (x) =■ do( x sin x -f- Sin x cos x , 

B(z) = dof x sin x — Sin x cos x , 

&(x) = 2 dof x cos x , 
i S(x) = 2 Sin arsin x, 

| D(r) = do( a: cos x — I , 

&(x) — dof x cos x 4- I . 

In Abb. 3*9 und 3-10 sind die Funktionen S, B, D und die oft vorkommen- 
3 ^ 

den Quotienten ^ und — graphisch dargestellt. 

6. Abb. 3*8 zeigt einen einfachen ecken- 
steifen Rahmen mit der Hôhe des Pfostens l x 
und der Riegellânge l 2 . Er sei am einen Ende 
eingespannt, am anderen gelenkig gelagert. 
Die angegebenen Biegesteifigkeiten a n a 2 und 
die Massen /i x , /t 2 pro Làngeneinheit seien kon- 
stant. Man bestimme zunàchst allgemein und 


r 

A 


1 *i’«f 






’ sA'Z’ 


u-4-^- 




/b . 


= ^* t l 2 -- 2 l x die 


^ ^ * Tfyr dann für den Spezialfall 

-*4 Eigenfrequenzen der Biegescb wingungen, wieder 

wie in Aufgabe 2 unter Vernachlàssigung von 
Nebeneinflüsaen. 

Ergebnis: Die Eigenfrequenzen sind die- 
selben wie bôi einem Tràger mit einer Ein- 
spannung und zwei Stützen nach Art der Abb. 3*8. Die Frequenzgleichung 
lautet mit den in Aufgabe 5 eingeführten HoHENEMSER-PRAGERschen Frequenz- 
funktionen und den Abkürzungen k x , k 2 von Aufgabe 5: 


Abb. 3*8. Biegeschwingungen eines 
Rahmens. 


X(k x ) _ \/\ 

D ( k t ) - r 


<*1^2 S(**)_ # 
a 2/ tt l 3(& 2 ) 


Im Spezialfall — = 


a 2 


h 


2 erhàlt man 

3 (*,) S( 2 k t ) 
i Hkj 3 ( 2 ^) ■ 

Aus Abb. 3«io kann man Nàherungswerte für k x ablesen und diese mit Hilfe der 
Tabellen bei Hohenemser-Prager verbessern. Für die Grundschwingung und die 
crBte Oberschwingung erhàlt man die Werte 

k t = 1,809 bzw. 3,2804, 
k 2 1 Æ 

aus denen sich die Frequenzen œ nach œ — — 1 1 / — berechnen. 

'î r 


*) K. Hohenemser und W. Prager, Dynamik der Stabwerke, Berlin 1933, 
S. I27ff. Dort findet man auch zahlreiche andere Beispiele von Trâgern und Stab- 
werken durchgerechnet. 
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7. Torsionsschwingungen einer Welle mit Einzeldrehmassen. Auf einer 
homogenen, beiderseits eingespannten Welle (Abb. 3-11) sind zwei Einzel- 
drehmassen mit den Massentrâgheitsmomenten 0 V 0 2 bezüglich der Wellen- 


achse aufgesetzt. Es sollen die Eigen- 
frequenzen oj der Torsionsschwingungen 
berechnet werden. Es sei C die Verdre- 
hungssteifigkeit und 0 das Massentràg- 
heitsmoment pro Langeneinheit der Welle, 
C und 0 konstant. 

Ergebnis: Mit den Abkürzungen 



erhâlt man für k die transzendente Glei- 
chung 


einer Welle mit zwei aufgesetzter. 
Einzeldreh massen . 


3 — 4 sin 2 k — (D x + D 2 ) k sin 2 k -f D 2 k 2 sin 2 k — 0 . 
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Zahlenbeispiel : D 1 = D 2 — 2. Die ersten vier Wurzeln der transzendenten 
Gleichung sind dann 

0,64430, fc 2 = 1,2539, *3 = 3.326, *4 =3.730 

und 

^4 =■ 0,41512, = I.57 2 I, *3 = II .° 6 . *4 = J 3>9 Z - 

Abb. 3 *12 zeigt die zugehôrigen ersten vier Eigenschwingungsformen, also 
hier den Winkel y(x), um den der Querschnitt der Welle an der Stelle x aus 
der Ruhelage herausgedreht wird. Die y(x)-J£urve weist an den Stellen der 
Einzeldrehmassen Knicke auf. An den Enden ist y — o. Bei der Grund- 
schwingung ist y sonst von Null verschieden, die erste Oberschwingung 
weist einen, die zweite Oberschwingung aber gleich drei Knoten auf; es ist 
bemerkenswert, dafi bei diesem Beispiel eine Eigenschwingungsform mit 
zwei Knoten im Innern nicht vorhanden ist. 

3*5. Zusammenstellung von Eigenwertproblemen bei gewôhnlichen Diffe- 
rentialgleichungen. In der Tafel I sind einige ein fâche Beispiele von Eigen- 
wertproblemen aus der Mechanik zusammengestellt, und zwar geordnet 
naçh der Art der Differentialgleichung, die jeweils die Aufgabe beherrscht. 
Bei den beiden ersten Gruppen ist der Eigenwert A in der Differentialglei- 
chung mit der Eigenfunktion, aber nicht mit Ableitungen der Eigenfunk- 
tion multipliziert, in der dritten und vierten Gruppe ist A auch mit Ab- 
leitungen multipliziert (der Begriff ,,Eingliedklasse“ wird in 4*4 niiher er- 
làutert), die weiteren Gruppen enthalten Besonderheiten. 

Eine derartige Aufziihlung kann natürlich keinen Anspruch auf Voll- 
stiindigkeit erheben. Bei den einfachsten Fallen, z. B. Saiten- und Stab- 
schwingungen, Stabknickung, wurden mehrere Arten von Randbedingungen 
aufgeführt ; in àhnlicher Weise kann man bei vielen der genannten Problème 
durch andere Lagerungsarten und damit anderé Randbedingungen die Zahl 
der Beispiele vermehren. Durch Betrachtung komplizierterer (z. B. aus 
mehreren Teilen zusammengesetzter) Système kann man beliebig viele 
weitere Beispiele von Eigenwertproblemen auf stellen. Ferner erhalt man 
zahlreiche Beispiele von Eigenwertproblemen aus den verschiedenen anderen 
Zweigen der Physik, auf die hier nicht eingegangen wurde. 

In der Tafel I wurden feststehend folgende Bezeichnungen verwendet : 
c Federkonstante F Querschnittsflàche 

c Differenz von Trâgheitsmomenten G Gewicht, Gewichtsfunktion 

C Torsionssteifigkeit g Fallbeschleunigung 

c l , c 2 . . . Konstanten l Lange des Stabes, der Saite usw 

D Flanschenkonstante m.B.v. mit Berücksichtigung von 

E Elastizitàtszahl M Drehmoment 
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P Druckkraft 
S Seilkraft, Saitenkraft 
x unabhangige Verânderliche 
y Eigenfunktion 


a Biegesteifigkeit 
x Bettungszifïer 
X Eigenwert 
q Diclite 
10 Kreisfrequenz 


Ferner wurden bei den Schrifttumsangaben der Tafel I, die im Ver- 
hâltnis zu dein sehr umfangreichen Schrifttum nur sehr sparlich sein konn- 
ten und oft nur angeben, wo weitere Literatur zitiert wird, folgende 
Werke aus Platzgründen abgekürzt angeführt: 

Auerbach und Hort, Handbuch der physikalischen und technischen Mechanik, 
Bd. III (1927), Bd. IV, Teilbd. 1 (1931). 

C. B. Biezeno und R. Grammel, Technische Dynamik, Berlin 1939. 

R. Courant und D. Hilbert, Methoden der mathematischen Physik, Bd. I, 
2. Aufl., Berlin 1931. 

Handbuch der Physik, Bd. VI, Berlin (1928), Artikel von F. Pfeiffer über 
Elastokinetik, S. 309 — 403. 

J. Ratzersdorfer, Die Knickfestigkeit von Stàben und Stabwerken, Wien 1936. 

S. Timoshenko, Sehwingungsprobleme der Technik, Berlin 1932. 

ZaMM — Zeitschrift für angewandte Matheinatik und Mechanik. 


Literatur zu Tafel I (Fortsetzung S. 48 und 49). 

x ) Handbuch d. Physik, VI, 353, 355; Courant-Hilbert I, 250. 

2 ) M. Biot, ZaMM 14 (1934) 2l6 - 

3 ) K. Klotter, Ing.-Archiv 3 (1932) 156. 

4 ) Handbuch d. Physik VI, 357. 

*) Handbuch d. Physik VI, 358. 

fi ) J. Ratzersdorfer (1936) 22; Biezeno-Grammel, 502, 506. 

7 ) L. Prandtl, Dissert. München 1899; J. Weinhold, ZaMM 14 (1934) 3 8 °* 

8 ) Biezeno-Grammel, 653, 657, 663. 

fl ) Ing.-Archiv I (1930) 301; Th. Poschl, Techn. Mech. Il (1936) 185. 

10 ) Klotter-Kotowski, ZaMM 19 (1939) 289. 
u ) Handbuch d. Physik VI, 379. 

12 ) Handbuch d. Physik VI, 367. 

13 ) E. Sohwerin, ZaMM 2 (1922) 84. 

14 ) Handbuch d. Physik VI, 360, 368; S. Timoshenko (1932) 245, 293: 
N. Mononobe, ZaMM 1 (1921) 444; Cl. Schaefer, Theor. Physik, Bd. 1 
(1937) 6 82 * 

16 ) Hohenemser-Prager, Dynamik der Stabwerke (1933)» 77- 

16 ) Handbuch d. Physik VI, 365. 

17 ) Puwein, Béton u. Eisen 39 (1940) 162. 

18 ) Fôppl, Drang u. Zwang II (1920) 355. 

19 ) Fôpfl, Drang u. Zwang II (1920) 359* 

20 ) W. Meyer zur Capellen, ZaMM 15 (1935) 2 43- 

21 ) K. Klotter, Ing.-Archiv 3 (1932) 15Ô. 

a2 ) Biezeno-Grammel 521; J. Ratzersdorfer (1936) I 4 2 - 



I. Beispiele techhischer Eigenwertprobleme aus der Meçhanik. 


Tafel I. Einfache Beispiele technisclier Eigenwert- 


Die mit * ver- 
sehenen Abb. sind j 

Benennung 

Literatur 


senkrecht stehend j 
zu denken j 

X = 0 X x = l | 

m.B.v. = mit Beriicksichtigung von 

(FuBnoten auf 

A 

0 0 j 

o.B.v. = chne „ „ 

s. 39. 48 . 49) j 



1. Spezielle Eigenwertprobleme M[y] = Ap(x)y* 

Differentialgleichungen 2. Ordnung. 



Querschwingungen einer Saite, Enden fest 

l ) S. 39 

l 

tu» 

tes 

„ „ „ ein Ende frei 

»» 

„ „ „ Enden elastisch 

befeatigt 

•) S. 39 

» 


Querschwingungen einer elastisch gebetteten Saite 

s ) s. 39 

„ 

v 4 

Làngsschwingung eines Stabes, Enden fest 

4 ) s. 39 

„ 

1 — 

„ „ „ ein Ende frei 

M 


Torsionsschwingung eines Stabes, 

*) s. 39 

„ 

l 1 

„ „ ,, Endeijdrehbargelagert 

M 


Stabknickung, Enden gelenkig 

# ) S. 39 j 

P 

* 

„ Enden eingespannt, frei 


99 


Kippen eines Tràgers 

') S. 39 

P Z 


D am pfturbin,n. l T 0 rei 0 n 88 chwi, ’ 8 Un « 

8 ) S. 39 

C x O) 2 


scheiben j p e hnungsschwingung 

C,û> a 


Knicken eines Kreisringes bei konstantem AuBen- 
druck p 

9 ) S. 39 

P 


Schwingungen eines Pendels mit oszillierendem 
Aufhàngepunkt 

10 ) s. 39 

0) % 


Querschwingungen einer Kreisringniem bran (Innen- 
radius lii, AuBenradius R a ) 

u ) S. 39 

{ 

| 

Biegeschwingung eines Stabes, der um eine zu 
ihm senkrechte Achse rotiert, (o.B.v. Biegungs- 
kràften, nur Zentrifugalkrâfte) 

,# ) S. 39 



Stabilitàt dünnwandiger Hohlkugeln unter gleich- 
mâBigem AuBendruck 

1S ) s. 39 



Literatur zu Tafel I 
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problème bei ge wôhnlichen Differentialgleichungen. 


Differentialgleichung 


Wcaentliche | Restliche 

Randbedingungen 
Abkürzungen: y 0 ~ y{ o), y{ = y"{l) usw. 


„ .ef 

-* = A s y 

y 9 = yi = 0 


„ 

y 0 = 0 

yl = 0 

- 


c iy 0 = y ; 0 ; -c« yj= y| 

— y" + Ciy = Acjt/ 

y 0 = yi = 0 


- E {F y')' = ApPy 

y 0 = vi = 0 


„ 

y« = 0 

y! =0 

-(CyT = 

yi — 0 

yô = 0 

» 


yi = y! = 0 

-y"= l ~y 

y 0 = y* = 0 


» 

y 0 = o 

y* = 0 

-(<¥)'== A-*’ y 

y, = 0 

y'o^o 

— (x*hy') f = Aa 3 Ay 

yi = ° 

1 

-y"- y '(î + ^)- ï (ïi-^) = Ay 


7 K y» = y» 

c*y« =- yi J 

-f + y- Acj y 

Periodizitât 

— y" + 0 (*) ■ y = A^y; y(x) - g(x + 271) 

Periodizitât 

n a 

-(ayï + — y = Ac t xy 

y(*i) = yW = 0 





— y" — y'ctgx + y ctg*s = ly 




siehe S. 39, 48 und 49. 
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Differentialgleichungen 4. Ordnung. 


Tafel I 



Biegeschwingungen eines Stabes, Enden gelenkig ! 14 ) S. 39 

„ „ „ ein Ende frei 


Enden eingesp. 


elastische Stützen 


j Biegeschwingungen, Verbindung von elastischer 
| Auflagerung und elastischer Einspannung 


Biegeschwingungen eines gedrückten Stabes 


m.B.v. Eigengewicht (Schornstein) 


Torsionsschwing. von i-Profilen m.B.v. Flanschbieg. 
„ „ „ Enden gelagert 


i 


Kippen von i-Tràgern m.B.v. Flanschbiegung 
„ „ „ infolge von Momenten, 

Enden gelagert 


ISchwingungen eines l^inspannung fest 
| biegesteifen Seiles ( „ momentenfrei 


j Schwingungen eines elastisch gebetteten Stabes 


1S ) S. 39 

ie ) S- 39 

17 ) s. 39 

18 ) S. 39 

19 ) S. 39 

2fl ) S. 39 
21 ) S. 39 


*iP 

c~M 


2. Allgemeine Eigenwertprobleme. 


Eingliedklasse M [y] -- (— i) n A [g n (2:) y( n )j( n >. 


P 0 

j Elastisch gebetteter Druekstab 

22 ) S. 39 

as ) S. 48 
u ) S. 4 8 

IB ) S. 48 

P 


i Stabknickung, Enden eingespannt-gelenkig 

é - "*' — fcp 

„ „ eingespannt 

J 1 


Knieken schwerer E d n 1 

Gestange 1 eingespannt 

” 


Stabknickung m.B.v. Eigengewicht 

") S. 48 


ïr P 

Ausbeulen axial gedrückter freier Flanschenrohre 

27 ) S. 48 

V 

-C Tfr-f 

| Knieken einer kreiszylindrischen Hohlsâule durch 
axialen Druck 

28 ) S. 48 

c 8 P 

Kniekstab mit elastischer Zwischenstütze 

w ) S. 48 

P 

HP 1 * 

Stabknickung f verschieblich 

30 ) S. 48 

„ 

Enden eingespannt und 1 elastisch gestützt 

31 ) S. 48 

” 
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(Fortsetzung). 


(a y")" = XgFy 

2/0 =-■ ^ - 0 

J/n ~ yï - 0 
?/(" !/(" - 0 

L ..fw+'i»;"- 
! s ' 


y« = y« - 0 

— 7 ~ ' ” 

y 0 =-yi = vi ^ y'i=o 


y« - • y/ •' 0 

yr ■ <’,y«; y/' - '-i tri 
y'ù ~ c iyJ; yï c iy* 

y«" =- -c 2 y«; yf' • c 2 yi 

vï =--■ y/' ••• 0 

(a y")" 4 - Py" — h >Fy 

y 0 = vi • « 

?/o - yj - 0 

(a y")" 4 - [Qy'Y = h> F v 

yf =■ yr 0 

Dy™-Cy" = >.(,J p y 

yr-y'i -o y* - 0; (>; %;/' 

»> 

y 0 - yi - 0 

y^ - yr ■•■■■ 0 

! yï - ^yi ]) y'ï' 

1 ) y 1 v —Cy" — Xx z y 

yi y'i ^ 0 

Dy lw m Cy " = A y 

yo = m - 0 

j y'ï - vï r: 0 

^ 1V “ c i!/ // * Ac 2 y 

?/o - y'o ?// ^ yï ----- 0 

y 0 = vi = ° 

! yo' ~ y/!' • ° 

1 yr •• vï - 0 

(« y")" + = Ac 2 y 

y 0 ~ vi ■ “ 


(a y")" -f xy-r ^rXy" 

y 0 = y/ = 0 

y" - yi # 0 

(a y")" = — A y" 

yo = y« = vi - ° 

y!' ; 0 

M 

y« = yi ^ y/ - yj 0 


(«y")" -(Gy')' = - Ay" 

y 0 = y/ = 0 

vï - y!' - 0 


y« = y J “ vi ■ y 0 


(ayT- (G y')' - — A y" 

»■* 'i ^ 0 

y'i 7 (*y") « u; - 0 

y ,v 4 r y 2 y" § r iy - Ar *y" 

y 0 y/ - 0 

yr - yr ■-■- 0 

y IV 4-Cjy = -Ay" 

y 0 •• y/ ^ 0 

yr ^ yr 0 

(ayT ^-Xy" 

y« = y = 0 

yé' = °» (*y")i : ^ y* 

(ayT = — A y" 

JU - y; - ° 

y'ï - vï' 0 

» 

•• 

y" + c i?/ 0 ^ y'i' 4- (hyi =■ 


O 

O 


O 
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Allgemeinere Problème M [y] = k N [y]. 




Geknickte Schraubenfeder 


Làngsschwingung von Stàben m.B.v. Querkontrak- 
tion 


Biegeschwiïigung von Stàben m.B.v. rotatorischer 
Tràgheit 


Biegeschwing. einer Welle m.B.v. Kreiselwirkung 


Kritische Drehzahlen m.B.v. Làngsbelastung und 
Kreiselwirkung 


Stabilitàt d. radial gedrüekten Kreisbogens mit ge- 
lenkigen Enden (Kippen) 


mit eingespannten Enden 


Stabilitàt d. flachcn 
Parabcibogens 


Enden 


gelenkig 


eingespannt 


Kippen eines Stabes infolge Torsion 


Stabilitàt des radial ge- 
drückten Kreisbogens in I 8 e l en kig 

seiner Ebene. Âuüerer Enden j 
Druck senkrecht auf der 
verzerrten Mittellinie 


eingespannt 


Wie eben, nur jetzt àufierer Druck f Enden 
zum Kreismittelpunkt gerichtet \ eingespannt 


Biegeschwingung eines Kreisringes in seiner Ebene 

Biegeschwingung 
Kreisring bei 
konst. radialem 
Druck 

in Ring- 
ebene ' 

Vollring 

Enden gelenkig 

„ eingesp. 


senkrecht z. Ringebene, Vollring | 

Schwingung eines Kreisbogens senkrecht zu seiner 
Ebene 

„ mit i -Profil und m.B.v. Flanschenbiegung 


Schwingung eines dünnwandigen Hohlreifens 


' Torsionsstabilitàt des dünnwandigen Rohres 


Tafel I 

32 ) S. 48 

P 

33 ) S. 48 

(O 2 

34 ) S. 48 

» 

85 ) S. 48 

» 

3e ) S. 48 

” 

37 ) S. 48 


s8 ) S. 48 


89 ) S. 48 


4D ) S. 48 

Kipp- 


moment 

41 ) S. 48 

p a 3 


a 

42 ) S. 48 

” 

43 ) S. 48 

” 

44 ) S. 48 

(O 2 

") S. 48 

” 

«) S. 48 

» 

47 ) S. 48 

tf 

48 ) S. 48 




Zusammenstellung. 


45 


(Fortsetzung). 


-a y" = Hy-c l y") 

y» ® Vl = 0 


— Ey" - l{y~c x y") 

yo^ 0 

y =° 

ay IV - HqFy — Iqy ") 

y 0 t vi - 0 

yi' = y!' = 0 

(et y')" -, h(oF y -f ( cy ')') 

y« y/~° | 

y" - yi' - o 

(a y")" + P y" = Mci y + c*y") 

y 0 - vi = 0 

yi' - yi' - o 

?y lv -f ïy" + y - A(cj y — y") 

y« - yi - « 

y'' == yi' == o 

„ 

y 0 ^ yi • vi v\ ^ 0 


y JV + y" = A [42 y"' + (2 - 3* 2 )y"-“4*y'] 

y 0 - vi - o 

y;,' == yi' = p 

» 

y 0 ^ yi = yr-^y'r ^ 0 


y lv = ^[-(**yT + 2 y] 

vi - yi = y/ = 0 

y'i = ° 

- (ÿ V1 + 2 t/ 1V + 2 /") ^ W V + /') 

y 0 = yi = y* ^ yi ^ 0 

Ht Ht „ 

y« =y* = 0 

» 

Jyo = yi y'o^° ; 
l y^ = y! = y^ = 0 1 

- (y VI + 2y IV + y") = % IV + 2/') 

| y 0 ~ yi = yi' ^ 0 ! 

1 yi = yi - yi' =-- o < 

- y VI + 2y IV - y" = c x X{y - y") 

Periodizitât 

- [y VI + 0 + «,)y IV + (1 +«,)*"] 

= My IV + ( 2 — cj)y" + (1 +«i)y] 

Periodizitàt 

-, 

y» = yi = yi = y’i = 0 

yi" = yi" = o 

» 

r y» = yi = y« = 0 
| y/ = yi = yi' = 0 


„ ; aber. rechte Seitc = Hy — c a y") 

Periodizitât 

— (y VI 4 - 2 y IV + y' 7 ) 

= ^( c k/ 1v ~hy" + c 3 y) 

t y« = y<> = y'ô = 0 ! 
\ » = yi = vï = 0 j 


Gleichung 8 . Ordnung 

1 


- y VI + 2X*)y (v) = Hy - y") 

v -0 

Periodizitât 

Problem 8. Ordnung 




i. Beiçpiele technischer Eigenwertprobleme aua der Mechanik. 


8. Problème mit Besonderheiten. 

A tritt in den Randbedingungen a-if. Tafel I 



Schwing. eines herabhàngenden Seiles mit Endmasae 

! 49 ) S. 49 

(O 2 

% =B 

Dehnungsschwing. Stab mit Endmasae (Pfeiler) 

5 ' J ) S. 49 

C l (J ) 2 


( Toraionasehwing. 
Dampfturbinenscheibc, 1 

auBen Beschaufelung \ Dehnungsschwing. 

51 ) S. 49 

„ 

/ -n, L 

Biegeschwingung Welle m.B.v. Kreiselwirkung, mit 

52 ) S. 49 

O ) 2 

1? 

Schcibe („fliegende Welle") 

! 



Biegeschwing. Stab mit Endmasse 




Knicken einer gedrückten W'elle dureh Moment 

M ) S. 49 

M 2 

tXL f 

! Knicken eines Stabcs, Enden eingespannt und 

66 ) S. 49 

P 

■S‘ ” 

1 elastisch gestützt 


| .. 

uih 

i T 1 M x - M t 

56 ) S. 49 

: ' h m\ 

■»)\\ y U ■jiV 

à, 

Kippen eines Holrn-Rippenrostes 1 ^ jlf 

dureh Biegemomente | |^_| M ^ 


Differentialgleichung epthàlt A und A 2 . 


p fi TYi inf 

Kippen eines Trâgers unter Endlast m.B.v. Eigen- 57 ) S. 49 

gewieht 

P 

C— 0 

Dehnungsschwing. zylindrischer Schalen 

") S. 49 

(O 2 

M P ^ ^ P M 

Gedàmpfte Sehwingungen, z. B. eines Seiles 

50 ) S. 49 

i(o 

Knicken einer tordierten Welle dureh Druckkraft 

6 ') S. 49 

P 

— 

Biegeschwingung v. Stàben m.B.v. Drehung und 
Winkelànderung des Stabelementes 

81 ) S. 49 

(O 2 


Schwingung elastischer Seile 

fl2 ) S. 49 

c. i (O 2 

Schwingung geschlossener Kugelschale bei gleich- 
fôrm. Auûendruck 

63 ) S. 49 

r 7 o> 2 
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(Fortsetzung). 


-[{0 J rgQFx)y'] f = lqFy 

y* = 0 

, , A 

y 0 + g y* = o 

-y" = h 


y'ü = 0 , yj = Ac,y, 

(— tfhy')' = hx 3 hy 


y'(*i) = c*y(*i); y\ = Ac 3 ^ 



„ - (Ac a -c,)yf. 

(«yT = Kq f v + (ëy')') 

yi = y = o 

yi' = A^y' 
yo =^(^yo + c a^) 

(ocy")" = ApFy 

yi = y\ ** 0 

y'o' = °* y"' + Myo = 0 

P 2 A 

«y IV 4 ^ P y" + a y = — & y" 

yomyi^o 

(a 8 y"' 4- (aP + A)y')o un di = o 

..(«y")" = -Ay" 

vi ^ y'i - 0 

y'o' - cy 0 4 Ay' 0 + (a y") J = o- 

-y VI + 3c,y ,v = V v 

— y VI + c 2 j/l v - Ayiv 

Gleichung 8. Ordnung 

| y« =- yi = 0 

J yj «yj = o 

}yô T + *yo = yî v + *y! = » 


-(W= ‘ (**+~ e »f**)’y 

yi = o 

y; = ° 


Va =yi = 0 


fl y" - (gF A 2 4 ^ A) y 

Va — yi~ 0 


iv , „ , „ A 2 

ay lv 4 y = 2 Ay y 

a a 

y 0 = yi ^ 0 

(a 2 y / "4(aA4^ 2 )y / )oun(U r=0k 

Cl y Iv ^A(— y // -c 2 y)-A 2 c 3 y 

y 0 = y/ = 0 

y, y« ■ 0 

c iy IV 4 A y" 4 A (A — i)y = o 

y 0 yj ^ o 

(y / 4c>y /// )o-(y'+ c 3 y f ")i-o 

o = LLL[y] 4 (c x 4 A)7vi>[y] 4 

(C| 4 c s A ) L [y] 4 (c 4 A 2 4 c 5 A 4 c 8 ) y 
mit L[y] - y'' 4 ctg x • y — ctg 2 z • y 

i 

r * 
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Weiterc Besondcrheiten. Tftfel I 



Schwingung eines frei herabhàngenden Seiles 

M ) S- 49 

“) S. 49 

(O 1 


Schwingung gcdrüekter Kreisplatten 


n . .. , r . , ( Rand eingespannt 

Jtotrttionssyniin. Knickung i p r 

") S. 49 


einer Kreispiatte \ f> g es tützt 



Querschwing. einer Kreismembran 

'«■') S. 49 

r, v >' 2 


Radiaisehwing. von Vollzvlindern 

88 ) S. 49 


Kugeln 



Knickung d. Bogentragers 

i 

69 ) S- 49 



Schwingung einer Kegelschale 

70 ) S.- 49 


i 

Kiitische Kippiànge /. eines Stabes 

; n s. 49 I 



23 ) Biezeno-Grammel 508. 

24 ) H. Heinzerlino, Dissert. Karlsruhe 1938. 

26 ) Fr. A. Willers, ZaMM 21 (1941) 43. 

*•) Auerbach-Hort IV,, 101; Dieses Buch Nr. 1.3. 

2T ) E. Chwalla, ZaMM 10 (1930) 74. 

28 ) Handbuch d. Physik VI, 299, 302; Auerbach-Hort IV,, 143. 

2# ) A. Schleusner, Strengo Théorie d. Knickung u. Biegung, 1937, n 5- 
33 ) Klemperer-Gibbons, ZaMM 13 (1933) 253. 

31 ) Dieses Buch, Nr. 5-7. 

32 ) Biezeno-Koch, ZaMM 3 (1925) 280; Biezeno-Grammel 550. 

J. A. Haringx, Proc. Akad. Amsterdam 45 (1942) 533, 650. 

33 ) Auerbach-Hort III, 320. 

M ) Auerbach-Hort III, 322; S. Timoshenko (1932) 251. 

35 ) K. Karas, Ing.-Archiv 1 (1930) 167; Biezeno-Grammel 821. 

M ) K. Karas, Ing.-Archiv 1 (1930) 167. 

87 ) Auerbach-Hort IV,, 127. 

38 ) S. Timoshenko, ZaMM 3 (1923) 360. 

39 ) J. Ratzersdorfer (1936) 314—320. 

40 ) R. Sonntag, ZaMM 9 (1929) 378. 

41 ) J. Ratzersdorfer (1936) 305— 31 1. 

42 ) P. Funk, ZaMM 4 (1924) 143. 

48 ) J. Ratzersdorfer (1936) 31 1— 313. 

44 ) Handbuch d. Physik VI, 374; Auerbach-Hort III, 342. 

4# ) K. Federhofer, Ing.-Archiv IV (1933) 112, 1 15, 279, 283. 

4fl ) K. Federhofer, ZaMM 20 (1940) 17. 

47 ) K. Federhofer, Ing.-Archiv 10 (1939) 129. 

48 ) F. Schwerin, ZaMM 5 (1925) 238. 
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(Fortsetzung). 



i/o endlich, y t = 0 


(xyT - 1 y') + ^ (*»')' = 

0 

II 

1! 

II 

5 Î 

Limesbedingung 

- (*»')' + -, y = Aiy 

f/ 0 endlich, y\~ 0 


M 

f/ 0 endlich 

yi + o,y,' = o 

n z 

-(xy'Y + - x y = Xxy 

i/o endlich, yi = 0 


-{x*y')' + n(n + i)y = kx*y 

| j/ 0 endlich 

vi = hvi 

y'" + y' + l(g(x)y)' = o 

0 

II 

II 

T 

1 

J yg(x){ cos a: — cos l)dx — 0 
-1 

Diffgl. 2. Ordnung; cnthàlt A, A 2 , A 3 



y" —^xy 

II 

0 

y(o) — 0; Eigenwert = 
Lange des GnmdintervalU 


4# ) G. Hamel, Eleinentare Mechanik (1912) 536—539. 

“) K. Ludwig, ZaMM 14 (1934) 3 61 - 
61 ) Biezeno-Grammel 657. 

* 2 ) Biezeno-Grammel 803, 821. 

M ) F. Gassmann, Ing. Archiv 2 (1932) 222. 

M ) J. Ratzersdorfer (1936) 35. 

S6 ) Dieees Buoh, S. 32. 

M ) Dieses Buch, Nr. 3.2; J. Weinhold, Ing. Archiv 9 (1938) 412. 

6; ) L. Prandtl, Dissert. München 1899, 46. 

68 ) Handbuch d. Physik VI, 395. 

M ) Frank-v. Mises, Differentialgl. u. Integralgl. I (1930) 469. 

<3 ) J. Ratzersdorfer (1936) 35. 

61 ) Handbuch d. Physik VI, 359; S. Timoshenko (1932) 252. 

62 ) R. Hôoer, ZaMM 14 (1934) 3G1 ; 15 (1935) 109. 

* 3 ) K. Federhofer, ZaMM 15 (1955) 27. 

fl4 ) G. Hamel, Elementare Mechanik (1912) 536. 

65 ) Fr. A. WillErs, ZaMM 20 (1940) 37. 

* 6 ) Biezeno-Grammel 585; A. Nadai, Elastische Platten (1925) 251. 
* 7 ) Auerbach-Hort III, 355. 

**) Handbuch d. Physik VI, 399, 402. 
w ) A. Lockschin, ZaMM 16 (1936) 50. 

70 ) K. Federhofer, Ing. Archiv 9 (1938) 293 oben. 

71 ) H. v. Sanden, Praxis d. Diff.-Gleichungen. Berlin (1943) 51. 
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i. Beispiele technischer Eigenwertprobieme aus der Mechanik. 


3-6. Eigenwertprobieme bei partiellen Diff erentialgleichungen . Hier wer- 
den kurz einige typische Beispiele aufgezâhlt, ohne daB auf ihre Herleitung 
eingegangen werden kann. 

Die Querschwingungen einer homogenen Membran genügen der Glei- 
chung 

(3 -iï) c 2 Aw — . 

Dabei ist w = u>(x, y , t) die Auslenkung der Membran an der Stelle x , y 
zur Zeit t; die Mittelebene der Membran bedeckt im Ruhezustand einen 

gegebenen Bereicb B der z-y-Ebene. Weiter ist c 2 = — der Quotient aus 

der in der Membran herrschenden Vorspannung p und der Dichte p, und 
ü 2 d 2 

A — -f- ^ er LAPLACEsche Operator. Macht man wie in 2*1 für Eigen- 

schwdngungen den Ansatz w(x, y , t) =2(ar, y)e iœt mit a> als Kreisfrequenz, 
so erhâlt man mit 



die Differentialgleichung 

(3*12) —Az — Xz. 

Hierzu tritt noch als Randbedingung bei eingespanntem Rande z = O, bei 
elastisch nachgiebigem Rande a 2 + P ^ = O, wo a und fï am Rande ge- 

gebene Funktionen sind und n die Richtung der âuBeren Normalen bedeutet . 

Bei einer elliptischen Membran ist es zweckmaBig, elliptische Koordi- 
naten einzuführen. Es entsteht dann die Differentialgleichung 1 ) 

— A z — X (sin 2 x + Sin 2 y) • z , 

wobei rechts die Eigenfunktion z mit einer gegebenen ,,Belegungsfunktion“ 
multipliziert auftritt. 

Bei inhomogener Masse oder ungleichfôrmig gespannter Membran 2 ) hat 
man die Differentialgleichung 

(3-13) - (Az x + Bz y ) x - (Bz x + Cz y ) y =Xz 

mit A, B, C als gegebenen Funktionen von x, y; tiefgestellte Indizes x , y 

bedeuten Ableitungen, also z. B. z x = . 

Different ialgleichungen vierter Ordnung treten z. B. auf bei den Platten- 
schwingungen : 

A Az — Xz. 

1 ) F. Pockels, Über die partielle Differentialgleichung Au 4 k*u = o, Leipzig 
1891. 

2 ) Handbuch der Physik, Bd. VI, Berlin (1928), S. 381. 
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Tafel II. Einfache Beispiele teehnischer Eigenwertprobleme 
bei partiellen Differentialgleichungen. 

Erklàrung der benutzten Abkürzungen S. 39. 



Differentialgleiehung 


-technisches Problem 

, d 1 , a 2 dz 

■ » = - _ -f- • Z y 

Cx- f )y 2 ex 1 

ent prerhend z v , z xx usw. 

Literaturhinweise 


Differentialgleiehung 2 . Ordnung M [ 2 ] — Xpz. 


Transversalschwingung 
einer homogenen Mem- 
bran 

Transversalschwingung 
bei Einführung anderer 
Koordinaten; 
z. B. elliptische Membran 

| — Az^Xz 

— Az -- A • g(x, y) - z 

— Az — A (sin 2 .r -f Sin 2 y)z 

Auerbach-Hort, III, 351 

S. Timoshenko, 326 

Frank- v. Mises, Differential- 
u. Integralgleichungen, 

Bd. II (1935), 339 
Auerbach-Hort, III, 359 

Transversalschwingung 
einer ungleichfôrmig ge- 
spannten Membran 

— (AZç + BZy) X ~(BZ X + CZy)y 

- Xz 

Handbuch d. Physik VI, 381 

Transversalschwingung 
einer elastiseh gebette- 
ten Membran 

— Az -f c A z - Xz 

K. Klotter, lng.-Archiv 

3 (1932) 15b 

Knickung einer Blatte mit 

\ z - 

R. Gran Olsson, Ing.- 

quadratisch verànder- 
licher Steifigkeit 

Ci -f c 2 ( x 2 + y 2 ) 

Arehiv 9 (1938) 206 

Querschwingung einer 
schnell rotierenden 
dünnen Scheibe 

— — 1 x(a 2 - 

a; 0* 1 ' 

r — c,a;- 

x 2 ~ /Z 

Handbuch d. Physik VI, 388 

Differentialgleiehung 4. Ordnung M [; 

1} = Xpz. 

Biegesehwingung einer 
dünnen Flatte 

.1.1 2 - Az 

A. Nadai, Elastisehe 

Platten (1925) 164 



S. Tim shenko, 335 

Biegesehwingung einer 
elastiseh gebetteten 
Platte 

.IJz + = Az 

K. Klotter, lng.-Archiv 

3 (1932) 156 

Biegesehwingung einer 
allseitig gedrückten 
Platte 

AAz + c v Az — Xz 

K. Federhofer, Ing. 

Arehiv 6 (1935) 68 

Biegesehwingung einer 
rotierenden Scheibe 

AAz- C ^ x [x{a*-x* ) z x ] 

~ ( x 2 ~ Zyy ~ ^ Z 

Handbuch d. Physik VI, 388 
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i. Beispiele technischer Eigenwertprobleme aus der Mechanik. 

Tafel Iï {Fortsetzung). 


Differentialgleichung 

U : „ d* , a 2 ôz 

Benennung , + 

| entsprechend 2 y , 2** usw. 


Litçraturhinweise 


Differentialgleichung der Forra M\z) — AA[z]. 


Knickung einer Platte 
unter einseitigem Druck 


Knickung einer Platte 
unter allseitig gleicheiii 
Druck 


AAz = 



AA z — — A A z 


A. Nadai, Elastische 
Platten (1925) 240 
G. I. Taylor, Z. a. M. M. 
13 (1933) M7 

I E. Chwalla, Ing.-Archiv 

! 5 (1934) 54 

! O. H. Faxjên, Z. a. M. M. 
■ 15 (1935) 268 

| E. Trefftz, Z. a. M. M. 
i 15 (1935) 339 


Schubbeulung einer Platte ' A lz ^ A ^ z 

dxdy 


Knickung einer Platte mit i A(N Az) -f (1 — v)( 2 N xy z xy 
verànderlicher Biege- | — N xx z xx — N yy z yy ) 

8teifigkeit N I — — AAz 

(N in anderer Bedeutung 
als oben iV [2] ) j 

Knickung einer Kreiszvlin- c d*z ^ d*z 

derschale mit groÛem j tx H l ëy A àz* 

Halbmesser j 


j E. Seydel, Ing.-Archiv 
4 (1933) 169 

E. Trefftz— Fr. A. Wil- 
lers, Z. a. M. M. 16 

( 1936 ) 336 

R. Gran Olsson, Ing.- 
Arch. 9 (1938) 205 


Biezeno-Grammel 
(1939) 607 


Die einfachsten Randbedingungen sind 

z — 0 , — 0 bei Einspannung 


und 


z — o , A z = 0 bei freier Auflagerung. 

Anstatt weitere Beispiele aufzuzàhlen, verweisen wir auf die Zusammen- 
stellung in Tafel II, die sich ebenso wie Tafel I auf Beispiele aus der Mecha- 
nik beschrânkt. Es würde zu weit führen, auf die anderen groBen Anwen- 
dungsbeispiele in der Physik, auf die Eigenwertprobleme in der Akustik, 
Strômungslehre, Elektrizitàtslehre, Kernphysik usw. einzugehen ; es sei nur 
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als eines der bekanntesten Eigenwertprobleme das der ScHRÔDINGER- 
Gleichung genannt 1 ): 

(3-14) Ay> + (A— U(x,y,z))y> = o, 

wobei m , h Konstanten, U (x, y , 2) als potentielle Energie eine gegebene 
Funktion des Ortes x , y , 2, weiter ip die Eigenfunktion und X der Energie- 
eigenwert ist. Als Randbedingung hat man Verschwinden von y) im Un- 
endlichen. 

In Tafel II sind dieselben Abkürzungen wie in Tafel I verwendet, man 
findet sie in 3-5 zusammengestellt. 


2. Kapitel. 

Mathematisdie Hilfsmittel. 

§§4 und 5 bringen einige in den folgenden Kapiteln immer wieder be- 
nutzte grundlegende Definitionen und einfache Sàtze aus der mathemati- 
schen Lehre von den Eigenwerten und der Théorie der Differentialgleichun- 
gen. §§ 6 und 7 sollen den Leser in hauptsâchlich referierender Weise in die 
Gebiete der partiellen Differentialgleichungen und der Integralgleichungen. 
einführen. 


§ 4. Grundtatsachen über Eigenwertprobleme. 

Allgemeine Définition des Eigen wertproblems: Problème fol- 
gender Art heifien Eigenwertprobleme 2 ) : Gegeben ist eine lineare homogène 
(gewôhnliche oder partielle) Differentialgleichung für eine Funktion 2 von 
einer oder mehreren Veründerlichen x 1 , . . . ,x r . Die Koeffizienten, mit 
denen 2 und seine Ableitungen in der Differentialgleichung multipliziert 
vorkommen, sind gegebene Funktionen von den Verànderlichen Xj , . . . , x r 
und von einem Parameter X. Ferner sind eine Anzahl linearer homogener 
Randbedingungen für 2 vorgeschrieben, d. h. Gleichungen, die in den Werten 
von 2 und seinen Ableitungen, genommen an irgendwelchen- gegebenen 
Stellen des x lf . . x r -Raumes, linear homogen sind. Gesucht sind Werte 

1 ) Nàheres bei G. Joos, Lehrbuch der theoretischen Physik, 3. Aufl., Leipzig 
1939, S. 605. Frank- v. Mises, Diffcrential- und Integralgleichungen, Bd. II, 
2. Aufl. Braunschweig 1935, S. 992 — 1044. 

a ) Man spricht auch bei Matrizen, Integralgleichungen und überhaupt auch bei 
anderen linearen homogenen Problemen von ,,Eigenwerten“, hier wird jedoch fast 
^usschlieûlich nur von Eigenwerten bei Differentialgleichungen die Rede sein. 
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2. Mathematische Hilfsmittel. 


des Parameters A, für die es eine nicht identisch verschwindende Funk- 
tion 2 gibt, die allen Randbedingungen und der Differentialgleichung genügt. 

Vorerst betrachten wir nur gewôhnliche DifFerentialgleichungen und 
schreiben y statt z. 

4*1. Beispiele für verschiedene Erscheinungen bei Eigenwertproblemen. 

Bei dem ersten Eigenwertproblem, das in i-i betrachtet wurde, hatte sich 
eine Folge von abzâhlbar unendlich vielen reellen, sogar positiven Eigen 
werten ergeben, und die gleiche Erscfteinung findet man bei den meisten 
technisch vorkommenden Eigen wertaufgaben. Die folgenden einfachen 
Beispiele zeigen jedoch, daB keineswegs bei jedem beliebigen Eigenwert- 
problem eine solche „normale“ Eigenwertverteilung auftritt; das Vor- 
handensein einer solchen normalen Verteilung ist nur unter gewissfen Vor- 
aussetzungen gesichert, und es ist daher nôtig, die Erscheinungen genauer 
mathematisch zu untersuchen. 

Beispiel I. Kein Eigenwert vorhanden. Vorgelegt sei das Eigen- 
wertproblem [in der Differentialgleichung schreiben wir weiterhin y (x) für 
die gesuchte Eigenfunktion, Striche bedeuten Ableitungen nach x] 1 ): 

(4-i) i/ lv = -;y' 

mit den Randbedingungen 

y" (O) = y'" (O) = y( I) = y'(i) =o. 

Dieses Problem unterscheidet sich âuBerlich nur wenig von dem der Biege- 
schwingungen von Stâben oder der Knickung. 

HieBe die Differentialgleichung y 1Y — X y, so hàtten wir genau die Biege- 
schwingungen des bei x = i eingespannten und am anderen Ende x = o 
freien Stabes vor uns. Die Differentialgleichung und drei von den vier Rand- 
bedingungen sind dieselben wie beim Knidkproblem für den eingespannt- 
freien Stab (eine andere Formulierung als in l.*l). Nur' die vierte Rand- 
bedingung y"'( o) ist dort durch die Randbedingung (aj /")^ 0 = — ky' ( O) 
oder wegen y" { o) = o durch at/J,” = — Xy ' 0 zu ersetzen. Bei den beiden 
genannten physikalischen Problem en haben wir natürlich normale Eigen- 
wertverteilungen vor uns, hier dagegen gibt es überhaupt keine Eigenwerte ! 
Bereits kleine Abânderungen des Problem s kônnen also den Charakter der 
Eigenwertverteilung vôllig verândern. 

Für A = o hat nâmlich die Differentialgleichung y iy = o die Lôsung 
V — c o 4 - # + c 2 x 2 -f- c 3 ; sie führt bei den gegebenen Randbedingungen 

1 ) Ob man X oder — X schreibt, ist an sich gleichgtiltig. Jedoch ist es im allge- 
meinen zweckmâûig, die Differentialgleichung so zu schreiben, daû y , y IV , . . . mit 
positiven Vorzeichen, y", y VI , . . . mit negativen Vorzeichen auftreten, dann sind 
die Eigenwerte bei ,,normaler“ Eigenwertverteilung gewôhnlich positiv. 



Verschiedene Erscheinungen. 


55 


zu y=0 und scheidet daher aus. Für A 4= O lautet mit A = k 2 die allge- 
meine Losung der Differentialgleichung 

(4*2) y = c x + c 2 x -f- c 3 sin k x -f- c 4 cos fc a: . 

Die Randbedingung y" ( o) — O verlangt c 4 = o, und y”' (o) =0 führt auf 
Cg = 0, y'( i) = o auf c 2 = 0 und y( i) = o auf c t — o ; 

es gibt also keinen Eigenwert und keine Eigenfunktion. 

BeispielII. Komplexe Eigenwerte. Wir betrachten dieselbe Diffe- 
rentialgleichung (4*1) mit anderen Randbedingungen : 

y( o) = y'( o) = y"(o) = y( i) = o. 

Bei A = 0 hat man als Lôsungen der Differentialgleichung wieder Polynôme 
hôchstens dritten Grades, aber die Randbedingungen erfüllt nur y = o. 
Für A =f= o ist wie im Beispiel I die allgemeine Losung der Differentialglei- 
chung durch (4*2) gegeben. Die Randbedingung 
y” (o) = 0 ergibt c 4 = o , 
y( o) — o ergibt c 1 = o, 

y' (o) = o ergibt c 2 -j- kc 3 = o , also c 2 = — kc 3i 
y(l)=o ergibt — kc 3 -j- c 3 sin k = o, 

mithin, wenn wir c 3 = 0 wegen y ^ o ausschlieBen, 

sin k — k . 

Diese Gleichung hat im Reellen nur die oben ausgeschlossene Wurzel k — o 
und sonst komplexe Wurzeln, es gibt hier also nur komplexe Eigenwerte. 

Es gibt auch physikalische Problème, die auf komplexe Eigenwerte 
führen, z. B. gedâmpfte Schwingungen einer Saite [mit S = const: vgl. 
Gl. (2*2), K als Dâmpfungskonstante] : 

(4'3) Sy" =gFÿ + Ky. 

Dieselbe Differentialgleichung tritt auch bei gedümpften anderen Schwin- 
gungen, z. B. Torsionsschwingungen von Stâben und Wellen, Telegraphen- 
gleichung usw. auf 1 ). 

Mit dem Ansatz 

y(x, t) = e u Y(x) 

geht (4*3) über in 

S y" = (qF A 2 + if A) y 

oder mit anderen Bezeichnungen (Jk lt positive Konstante): 

y” = {k x X 2 + k 2 Â)y 

l ) Frank und v. Mises, Differential- und Integralgleichungen, Bd. I (1930) 469. 
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2. Mathematische Hilfsmittel. 


Bei den Randbedingungen (Lange der Saite l = i) 

y(o) = y(i)=o 

hat man die Losungen 

y = sin nnx 


k x X 2 + k 2 X = — 7 i 2 7 i 2 . 

Die daraus berechneten Eigenwerte A sind im allgemeinen, z. B. bei nicht 
zu groBen Werten von k 2 , komplex. 

Beispiel III. Auftreten des Eigenwertes in den Randbedin- 
gungen. Bei dem Eigenwertproblem 

— y" = ^y 

mit den Randbedingungen 

2/(o) = 0, 

y(i) = k(X)y'(i) 

sei k(X) eine gegebene Funktion von A. Mit der allgemeinen Lôsung der 
Differentialgleichung 

y = c 1 sin œ x + c 2 cos co x 

(es ist A = w 2 gesetzt) erhiilt man bei Einsetzen in die Randbedingungen 
für eu die transzendente Gleichung 


Die Schnittpunkte dei Kurven 
tg ^ und k(œ 2 ) ergebeA die Eigen- 
werte (Abb. 4*1). Je nachdem, wie 
die Funktion fc(A) beschaffen ist, 
kann ailes eintreten, es kann un- 
endlich viele, endlich viele oder 
auch gar keine Eigenwerte geben 
|z. B. wenn k(co 2 ) = — I istj . 

Abb. 4 *i. Graphische Darstellung zur 42 . Bezeichnungen. Schon die 

Lôsung der Gleichung (4*4). . . , , i j 

* & ^ wemgen einfachen Beispiele der 

letzten Nummer 4-1 zeigen, daB man Aussagen über Anzahl und Lage der 

Eigenwerte und über die Eigenfunktionen nur wird erwarten dürfen, 

wenn man nicht ganz beliebige Eigenwert problème zulaBt. Wir greifen 

daher im folgenden, geleitet von den in technischen Problemen vorge- 

kommenen Fallen, eine ganz bestimmte Klasse von Eigenwertproblem en 

heraus. 
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Die Differentialgleichung laute 
(4 - 5) M[y] = X-N[y], 

wobei die Ausdrücke M [y] und N [y] lineare homogène gewôhnliche DifFe- 
rentialausdrücke der Gestalt 1 ) 

m 

(4-6) M[y] = i)” [/,(*) • iPWf» , 

v-0 

(4-7) ^ [y] = JJ (- 1)' b, (*) • 2 (^)] ( ' ) 

v = 0 

sind. Die / (æ) und g v (x) sind dabei gegebene, reelle, r-mal stetig differen- 
zierbare Funktionen 2 ). 

Es sei m > n ; dann ist also 2 m die Ordnung der Differentialgleichung 
und 2 n die Ordnung des mit dem Eigenwert A multiplizierten Ausdrucks. 
Ferner wird vorausgesetzt : 

/ m =#0, 

Je nachdem, ob n — O oder w > O ist, hat man die folgenden zwei 
Falle: 

1. Fall n — o : Dann ist N [y] — g 0 • y, und man hat die beiden obersten 

Gruppen in der Tafel I. Diese Problème nennen wir 
,,Spezielle Eigenwertprobleme“ 3 ). 

2. Fall n > O : Das sind in der Tafel I die Problème der dritten und vierten 

Gruppe, die auch ,,Allgemeine Eigen wert problème “ heiBen. 
Zu der Differentialgleichung der Ordnung 2 m kommen noch 2 m lineare 
homogène Randbedingungen 

(4*8) ^[«/] = o (fi = i, 2, . . 2m). 

Das sind lineare homogène Gleichungen zwischen den Werten von y und 
seinen Ableitungen bis zur (2 m — i)-ten Ordnung an zwei festen Stellen 
x = a und x = b. Eine solche Randbedingung ist von der Gestalt 

2 IM — 1 

JJ (a, y' 0 (a) +p,y (,,) (b)) = o, 

v = 0 

*) (4-6) ist nicht die allgemeine Gestalt für lineare homogène gewôhnliche Diffe- 
rentialausdrücke, sondern erfaCt nur den Spezialfall der sog. ,,selbstadjungierten“ 
Differentialausdrücke. 

2 ) Man sieht, daB (4*6) und (4*7) die Bauart der meisten bei technischen Pro- 
blemen aufgetretenen Eigenwert-Differentialgleichungen wiedergibt, z. B. ordnet 
sich Gl. (1*5) hier ein mit 

*(*)•= /a. 0(x)=f lt P = A, f 0 = g 0 = o, Çl = 1 . 

3 ) Wir haben hier die Voraussetzung g 0 (x) 4= o getroffen. In der Literatur ist> 
auch der ,,polare“ Fall, daB die stetige Funktion g 0 (z) das Vorzeichen wechselt, be- 
handelt; z. B. bei E. Kamke, Math. Z. 45 (1939) 759. 
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wobei die a, und gegebene reelle nicht sâmtlich verschwindende Kon- 
stanten (oder auch manchmal gegebene Funktionen des Eigenwertes X) 
sind. Die 2 m Randbedingungen (4-8) sollen voneinander linear unab- 
hângig sein. 

Die Randbedingungen werden eingeteilt in wesentliche und restliche 
Randbedingungen 1 ) : 

Définition: Man sache ans moglichst vielen der 2 m gegebenen Rand- 
bedingungen (4*8) die Ableitungen m-ter und hoherer Ordnung durch lineare 
Kombination der Randbedingungen zu entfernen. Somogen k Randbedingungen 
entstehen , die nur Ableitungen bis zur hochstens (m — l)-ten Ordnung ent- 
haUen und ,, wesentliche Randbedingungen 1 ‘ genannt werden , wàhrend sich aus 
keiner der (2 m — k) übrigen Randbedingungen aile Ableitungen von m-ter 
und hoherer Ordnung entfernen lassen\ die letztgenannten heipen , .restliche 
Randbedingungen ‘ ‘ . 

Sind z. B. bei einem Problem zweiter Ordnung 2 ) (m = 1) die Rand- 
bedingungen y (a) -f y’ (a) — 0, y (b) -f- 2 y (a) =0 vorgelegt, so kann man 
durch lineare Kombination die neue Randbedingung 2 y (a) — y (b) = 0 
herleiten, in der die erste Ableitung nicht mehr auftritt; aber man kann 
keine weitere von dieser eben genannten linear unabhângige Randbedin- 
gung aufstellen, in der keine Ableitung vorkommt. Man hat also in diesem 
Falle eine wesentliche Randbedingung, nâmlich 2 y (a) — y (b) — 0, und 
eine restliche Randbedingung, etwa y (a) -f- y' (a) = o. 

In der Tafel I findet man die Randbedingungen bereits in diese beiden 
Gruppen aufgeteilt. 

Für einen bequemeren Sprachgebrauch empfiehlt es sich weiterhin, eine 
Einteilung vorkommender Funktionen vorzunehmen. Wir stellen folgende 


J ) E. Kamke, Math. Z. 48 (1942) 67—100. 

*) Für spezielle Problème findet man in der Literatur noch folgende Bezeich- 
nungen : 

Bei Differentialgleichungen 2. Ordnung (m = 1) nennt man die Bedingungen 
y(a) ~ y(b) — o Randbedingungen erster Art, 
y' (a) — y' (b) — o „ zweiter Art, 

Ci y (a) 4- c t y'(a) — d 1 y(b) -f d 8 y'(6) — o Randbedingungen dritter Art, 
oder auch Sturmsciie Randbedingungen. 

Bei Biezeno-Grammel, Technische Dynamik, Berlin 1939, S. 136, werden bei 
Problemen zweiter und vierter Ordnung in Anlehnung an mechanische Vôrstellungen 
4ie wesentlichen Randbedingungen als geometrische, die restlichen als dynamische 
bezeichnet. 
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drei Klassen reeller Funktionen auf, von denen immer eine Klasse eine Ver- 
engung ^Teilmejige) der vorhergehenden Klasse darstellt. 

1. „Zulàssige Funktionen 1 , sie erfüllen die wesentlichen Eandbedingungen 
und sind m-mal stetig differenzierbar. 

2 . „V erglei ch s t funktionen' sie erfüllen aile Eandbedingungen und sind 
2 m-mal stetig differenzierbar. 

3. „Eigenfunktionen “ , sie erfüllen aile Eandbedingungen und die Diffe- 
rentialgleichung. 

Die Funktion u = O ist dabei von diesen drei Klassen ausgeschlossen. 

Anmerkung: Die Begriffe „zulâssige Funktionen“ und „Vergleichs- 
funktionen“ werden hier nur festgelegt für den Fall, daB der Eigenwert X 
in den Randbedingungen nicht auftritt. 

4 - 3 . Der Begriîf „selbstadjungiert“. Die bisher vorgenommenen Ein- 
schrànkungen sind immer noch nicht scharf genug. Bei den Beispielen I und 
JI in 4*1 haben die Differentialgleichungen die Bauart, die durch (4-5) bis 
•(4*7) vorgeschrieben ist ; dennoch haben wir eine nicht normale Eigenwert- 
verteilung vor uns. Das liegt bei diesen beiden Beispielen an den Rand- 
bedingungen ; es ist bei ihnen die im folgenden zu besprechende Bedingung 
der „Selbstadjungiertheit“ verletzt. Diese Bedingung wird bei den fol- 
genden Untersuchungen sehr hàuhg benutzt werden 1 ). 

Es sei a, b das Intervall, in welchem die Differentialgleichung des Pro- 
blems betrachtet wird. Gewôhnlich werden x = a und x = b auch die 
Stellen sein, die in den Randbedingungen auftreten. Dann lautet die 

Définition der Selbstadjungiertheit : Das vorgelegte Eigenwert - 
'problem (4-5) , (4-8) heifit selbstadjungiert, wenn für zivei beliebige Vergleichs- 
junktionen u, v gilt 

b 

I (uM[v] — vM[u])dx = o, 

a 
b 

J (uN [v] — vN [u])dx — o . 

a 

Ob ein vorgelegtes Eigenwertproblem selbstadjungiert ist oder nicht, 
kann man stets leicht durch Teilintegration feststellen. 

*) Der Name „selbstadjungiert“ stammt aus einer Théorie, bei der man jeder 
gewôhnlichen linearen Differentialgleichung eine zu ihr „adjungierte“ zuordnet. 
Wir gehen hier nicht weiter auf diese Théorie ein. 


< 4 ‘ 9 ) 
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Z. B. ist das Eigenwertproblem 

— y" = Xy\ y'( 0 ) — Ay(o), y'(l) = By(l) 

selbstadjungiert ; dabei sind A und B gegebene Zahlen oder dürfen sogar 
Bunktionen von X sein. Fiir zwei Funktionen u, v, welche die Randbedin- 
gungen erfüllen, ist nàmlieh 
* 

J { u i — v") — v ( — u"j} dx — [ — uv f -j- vu ]q 4- f (m'v' — v'u')dx = o , 
o o 

denn wenn man 


u'(o) = Au{o), u' (l) — Bu(l), v'(o)=Av(o), v'(l) = Bv(l) 
einsetzt, heben sich aile Ausdrücke fort. 

Allgemein kann man die Selbstadjungiertheit mit Hilfe von Teilinte- 
grationen folgendermafien nachprüfen : 

Man hat in (4-9) den Ausdruck zu bilden: 

/ uM[v]dx = j ufj(-iy[f p (x)v M f" ) dx. 

a a v = 0 

Es wird ein einzelnes Glied der Summe herausgegriffen und v-mal Teil- 
integration angewendet: 



b 

(-1 y f u[f r {x)v (v) ÿ v) dx 

a 

= (- 1 )’[* [/,(*)» w ] ( '- 1, ]2 + (- 1)'- 1 /*' [/,(*)««'>] <- 1 > dx 

= (-D’ [«[/.« W ] (v - 1) - w + u” [fy-y-v - + • .. .jj 

b 

-f / u {v) f v (x)v {v) dx . 

a 


b 

Ebenso formt man das entsprechende, bei J vM[u\dx auftretende Glied 

a 

um und erhâlt so, da die Intégrale rechts sich gegenseitig fortheben, auf der 
rechten Seite nur noch Randglieder 1 ) : 


<- 1 y j {nuy^y di 


S (- [/, (*) «f» ] t— 1 -«>} . 

L ff-0 


Wie auch sonst in der Summenschreibweise üblich, bedeutet die Summe für 
* * eine Glied mit q — o, urd für v = o ist die Summe leer und durcb 

die Zahl o zu ersetzen. 
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Diese Summen hat man für jedes Glied des Differentialausdruckes zu bilden 
und über v zu summieren. Dann erhàlt man die sogenannte Dirichlet sche 
Umformung 1 ) : 

b 

f (uM[v'\ — vM[u\)dx 

( 4 ' 11 ) U m r — 1 1 b 

»-«*0 Q =^0 . « 

Sind die Randbedingungen so beschaffen, dafi die Summe verschwindet, so- 
wohl beim Differentialausdruck MjelIs auch bei N, so ist das Probleni selbst- 
adjungiert. 

Fast aile Problème der Tafel I sind selbstadjungiert, aber nicht aile. 
Eine Ausnahme bilden z. B. die Biegeschwingungen der ,,fliegenden“ Welle 
mit Kreiselwirkung und Scheibe am Ende. Dabei lautet niimlich die eine 
Randbedingung y' Q " — X(c 2 y 0 4 - c 3 ^) » Durch den Terni y ' 0 wird hierbei 
das Probleni nicbt selbstadjungiert. 

Ferner sind aile Problème der Tafel VII, soweit die Randbedingungen 
einzeln genannt sind, selbstadjungiert, man muft also bei einem Probleni 
von diesem r Typus die Selbstadjungiertheit nicht in jedeni Einzelfalle neu 
nachprüfen. 

Wir besprechen einige einfache Folgerungen aus der Selbstadjungiertheit. 

4-4. Die verallgemeinerte Orthogonalitàt. Wir machen die Annahme, die 
Eigenwertaufgabe (4-5) , (4-8) besitze Eigenwerte X und Eigenfunktionen y 
und sei selbstadjungiert. Es seien X i und X k zwei versehiedene Eigenwerte 
mit den dazugehorigen Eigenfunktionen y { und y k . Es ist also 

und 

M\y k \=X k N\y,\. 

Dann folgt aus der Selbstadjungiertheit, da die Eigenfunktionen selbst- 
verstandlich Vergleiclisfunktionen sind : 

b 

O = / {y t M \y t \ — y k M [yj)dx 

a 

!) Peter Gustav Lejeune Dirichlet, deutscher Mathematiker, geboren 
als Sohn eines Posthalters am 13. Februar 1805 in Düren (Reg.-Bez. Aachen), lebte 
làngere Zeit (von 1822 an) im Hause des Générais Foy in Paris, wurde 1827 Dozent 
an der Universitàt Breslau, siedelte 1829 nach Berlin über, wurde 1831 a. o. und 
1839 o.. Professor der Mathematik an der Universitàt Berlin, 1832 Mitglied der Aka- 
demie der Wissenschaften zu Berlin, nach Gauss’ Tode 1855 Professor in Gôttingen, 
wo er am 5. Mai 1859 starb. 
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oder bei Benutzung der Differentialgleichung für die Eigenfunktionen 

b b 

° = *kj yiH[y t ]dx — A,/ y k N[ yi \dx. 

a a 

Die beiden Intégrale sind einander gleich (wieder wegen der Selbstadjun- 
giertheit), also 

b 

° = (K~ K) J y>ïï[yic]dx- 

a 

Wegen A k 4 = folgt somit 

b 

(4-12) fy i N[y t ]dx = o für X i =4= X k . 

a 

Man nennt zwei in einem Intervall a , b definierte integrierbare Funk- 

b 

tionen 9 o(x) ,, orthogonal", wenn J yydx = 0 ist. Hier gilt nun nicht 

a 

einfach 

a b 

/ ViVkdx^o, sondern es ist J y t N [y k }dx = 0 . 

a a 

Man sagt: die Funktionen y { und y k sind in ,,verallgemeinertem Sinne 
orthogonal". 

Ersetzt man im Falle A k =4=0 in (4-12) N[y k ] dureh y M [y k \ , so folgt 

h 

b 

(4-13) fyiM[y k ]dx = O für 

a 

Diese Gleichung gilt auch im Falle A k = O , da dann M [y k 1 = o ist. 

Satz : Ist die Eiyenwertaufgabe M [y] = AN [y] mit den Randbedingungen 
U ^ [y] — 0 selbstadjungiert und besitzt sie zwei voneinander verschiedene 
Eigenwerte ) H , A k mit y { , y k ah zugehorigen Eigenfunktionen, 80 sind diese im 
verallgemeinerten Sinne orthogonal , d. h. es gelten die Beziehungen (4*12), 
( 4 * 13 )* 

Spezialfâlle. Bei den speziellen Eigenwertproblemen M [y] = A g 0 ( x) • y 
lautet die Orthogonalitâtsbeziehung 

b 

(4-14) f 9 o( x )yi( x )yic(x)dx = o für 

a 

Hier sind also die Funktionen Ÿg 0 • y { und ]'g } • y k im gewôhnlichen Sinne 
orthogonal. 

Hat iV" [1/] die spezielle Gestalt (<7 n (x)2/ n) ) (n) und kommen unter den 
Randbedingungen die Forderungen vor, daÛ y, y', . . . y (n ~ 1) an beiden 
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Ràndern a und b verschwinden, so folgt durch n-malige Teilintegration 
( 4 - 15 ) f Viiï[y t ]dx = f g n yl n) y ( k ,i) dx = o für A ( 4= A* . 

a a 

Dann sind also die Funktionen V< 7 n ^ n) orthogonal im gewôhnlichen Sinne. 

Ein Beispiel zur verallgemeinerten Orthogonalitât. Das- 
Knickproblem für einen beiderseits eingespannten Stab der Lange 1 = 1 
lautet (vgl. i* 2 ): y lv = — X y" mit y(o) = y'(o) = y(i) = y' (i) = O. Die 
ungeraden Eigenwerte X x , X 3 , X 5 , ... sind gegeben durch 

hr-i ( r = L 2, 3, . . .),. 

die geraden Eigenwerte A 2 , A 4 , . . . durch 

A 2r = 4 z; (r = i, 2, 3, . . .) r . 

wobei z r die r-te positive Wurzel der transzendenten Gleichung tg z = z ist. 

Die zu den ungeraden Eigenwerten gehôrigen Eigenfunktionen wechseln 
im Grundgebiet das Vorzeichen nicht, hier gilt also nicht mehr die Ortho- 
gonalitat im gewôhnlichen Sin- 
ne; z. B. sind y x , y 3 sicher 
nicht orthogonal. Wohl aber 

gilt (4-12) 

1 

/ Vi Vk d x = o * 4= k • 

0 

Wegen y^o) — y i (i) = o kann 
man dafür schreiben 

î 

[ y[y’ k dx = o, 

b 

d. h. die y\ bilden ein or- 
thogonales Funktionensystein 

(Abb. 4*2). Aufîerdem sind aus dem gleichen Grunde aile y\ zur Funk- 
tion u == i orthogonal. Die Gleichung (4*13) besagt hier, dafi auch die 
Funktionen y” für sich ein Orthogonalsystem bilden. 

4 * 5 . Realitàt der Eigenwerte. Wir fragen jetzt, ob die Eigenwertauf- 
gabe (4*5), (4-8), die wir als selbstadjungiert voraussetzen und bei der wie 
bisher aile Koeffizienten der Differentialgleichung reell sein sollen, komplexe 
Eigenwerte haben kann. 

Zu einer reellen Eigenfunktion y mit N [y] ^ 0 gehôrt notwendig ein 
reéller Eigenwert. Daher gehôrt zu einem komplexen Eigenwert X = 8 -f- 
{mit 8 , t reell, t =4= 0) bei N [y] 4= 0 notwendig eine komplexe Eigenfunktion 
y(x).= u(x) -f- iv(x) (mit u , v reell). Dann ist auch, da die Koeffizienten 



Abb. 4-2. Knickproblem. Die y' { und.<jie y" 
bilden je ein Orthogonalsystem von Funk- 
tionen. 
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der Differentialgleichung und die Konstanten in den Randbedingungen 
reell sind, der konjugiert komplexe Wert À — s — it ein Eigenwert mit der 
Eigenfunktion y=u — iv. Wegen der vorausgesetzten Selbstadjungiert- 
heit ist dann 


O = / (yM |y] — ÿM[y])dx. 

O 


3îun gilt 

M{y]=\N[y\, M[y] =XN [y] , 

also 

b b 


0 = Â f y N [y] dx — X f y N [y]dx 

a a 

•oder wieder 

wegen der Selbstadjungiertheit 

( 4 * x 6 ) 

b 

0 = (Â — A) j yN[y\dx. 

Nun ist 

1 — A = — 2 it . 


b 

Ist also das Intégral f yN[y]dx =}= O, so folgt daraus t — O, d. h. es 

a 

konnen nur reelle Eigenwerte auftreten. Das Intégral hat wegen 
N [u — iv] — N [u] — iN [v] 

den Wert: 

b b 

f {u -f iv) N[u — iv]dx = J uN [u]dx + 

a a 

b b 

i J (vN [u] — ùN [v])dx -j-J vN[v]dx. 

a a 

Hier verschwindet der imaginàre Bestandteil, da mit y auch der Realteil u 
und der Imaginàrteil v Vergleichsfunktionen sind. Das Intégral lautet also 

b b 

f yN[y]dx ~ J [uN [u] vN [v])dx . 

a a 

Es hat bei den speziellen Eigenwertproblemen mit N [y] — g 0 (x) y den Wert 

b 

f 9o( x ) (u* + v 2 )dx 

a 

und ist, da identisches Verschwinden von u und v ausgeschldssen ist, von 
Null verschieden, wenn g Q (x) festes Vorzeichen hat. Dann sind also aile 
Eigenwerte reell. 
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Allgemein gilt der 

Satz: Hat die Eigenwertaufgabe (4-5), (4-8) reelle Koeffizienten , ist sie 

b 

selbstadjungiert und nimmt J uN[u]dx für aile V ergleichsfunktionen u ein 

a 

J estes Vorzeichen an , so sind aile vorhandenen Eigenwerte reell. Die letzt- 
genannte V oraussetzung ist z. B. bei den speziellen Eigenwertproblemen er- 
füllt , we.nn g 0 {x) ein f estes Vorzeichen hat. 


4-6. Die Dirichletsche Formel. Zur naheren Untersuchung der im 
letzten Satz aufgetretenen Voraussetzung liegt es nahe, allgemein die In- 
tégrale 

b b 

f uM[u]dx und juN[u]dx 

a a 


zu betrachten ; man kann sie genau so wie die Intégrale in (4-9) durch Teil- 
integration umformen. M[u\ bedeutet die Suinme (4*6), und von dieser 
Summe wird wie in 4-3 ein einzelnes Glied herausgegriffen. Bas Ergebnis 
der Teilintegration lautet [es ist bereits in der Gl. ( 4 ' 10 ) enthalten, wenn 
man dort* u — v setzt] : 


(-1)7 u[f,u M ] M dx = 


yj (— i) v+ ^ 

V 0 


"f f f v ii (v) 2 dx. 


Summiert man liber v, so folgt die sogenannte DlRICHLETsche Formel 


( 4 - 17 ) 


b m 

f uM\u]dx = f JJ f v u (v)2 d x + M 0 [u] 

1 a v ~ 0 

{ mit 

M 0 [u] = 


m v — 1 

1 r +e « <<?) [/y-’f -1-0 ' 

= 0 g = 0 


M 0 \u] heiBt der DlRICHLETsche Randteil. 

Genau so kann man für iV[w] die Formel aufstellen: 


(4-18) f uN [u]dx == f JJ g v u {v)2 dx + N 0 [u\ 

a a v = 0 

mit dem entsprechend zu 3/ 0 [u j gebildeten DiRiCHLETschen Randteil 

Beispiel. Für das bereits in 4-3 betrachtete Eigenwertproblem 
— y”=Xy, 

y' (o) = Ay(o) , y’{l) = By(l) 



Tafel III. DiRiCHLETsche Randteile. 


66 


Hilfsniittel, 




Eingliedklasse. 67 

erhâlt man durch einmalige Tèilintegration als Ergebnis der Dirichlet- 
schen Formel 

(4-19) f u(— u ") dx — [u • (— u')] l 0 — f — u' - u dx 

0 0 

1 

— f u' 2 dx — Bu 2 (l) Au 2 ( 0). 

ô 

Hierbei ist M 0 [u] = — Bu 2 (l) -f Au 2 (o) der DiRiCHLETsche Randteil. 
Er würde bei den einfacheren Randbedingungen (y oder y' an den Rand- 
stellen = 0) verschwinden, hier aber tritt er auf (und ist z. B. bei Anwen- 
dung des RiTZschen Verfahrens von § 15 vvohl zu beachten). 

4*7 Die Eingliedklasse. Die Realitat der Eigenwerte war nach dem 
Satz in 4*5 gesichert, wenn auBer der Selbstadjungiertheit des Problems 

b 

noch die Voraussetzung erfüllt ist, daB f uN[u]dx für aile Vergleichs- 

a 

funktionen u ein f estes Vorzeichen hat. Diese Voraussetzung ist nicht nur 
bei den speziellen Eigenwertproblemen, sondern auch bei einer umfassen- 
deren Klasse, der ,, Eingliedklasse" erfüllt. Diese Klasse stellt einen wic-h- 
tigen, uns immer wieder begegnenden Sonderfall der Klasse der allgemeinen 
Eigenwertprobleme dar. 

Définition der Eingliedklasse. Ein Eigenwertproblem der Form 
(4‘5) bis (4-8) gehôrt zur Eingliedklasse , wenn 1 . der Differentialausdruck N [y ] , 
der als Faktor beim Eigenwert A steht, nur aus einern Gliede besteht : 

(4-2°) JV [y] = (— 1 )" [g n (x) 

und wenn 2. die Randbedingungen (4-8) so beschaffen sind , dafi für zwei 
beliebige Vergleichsfunktionen u, v gît: 

b b 

(4*21) J uN[v]dx = f g n (x)u (n) v (n) dx . 

a a 

Erlâuterung: Bei der Eingliedklasse hat also die Differentialgleichung 
die Form: 

(4-22) M[y] = A(— 1)" {g n (x)y {n} ] ,n> . 

Die Bedingung (4*21) laBt sich in jedem Einzelfalle durch Teilintegration 
(DiRiCHLETsche Umformung nach 4-3) stets leicht nachprüfen; z. B. ist 
(4*2l) sicher erfüllt, wenn die Randbedingungen so beschaffen sind, daB am 
Rande die Produkte [<7 n y (n) ] (w-1 “ l) ~o sind für i — 0, 1 , 2, . . .,n—T. 

Die Eingliedklasse enthàlt ohne weiteres die speziellen Eigenwertpro- 
bleme, also die Problème M[y ] = Xg 0 y mit beliebigen Randbedingungen, 
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weiter die Problème M[y] — — , wenn die Randbedingungen 

so beschaffen sind, daû y y am Rande verschwindet. In der Tafel I ge- 
horen die Problème der dritten Gruppe zur Eingliedklasse. 

Nach der DiRiCHLETschen Formel (4-18) verschwindet bei den Pro- 
blemen der Eingliedklasse der DiRiCHLETsche Randteil bezüglich des Diffe- 
rentialausdruckes iV[w], und es gilt unmittelbar nach (4-21) 

b b 

J uN [u]dx = J g n {u (n) ) 2 dx 

a a 

für aile Vergleichsfunktionen u. 

Satz: Bei selbstadjungierten Problemen der Eingliedklasse , bei denen die 
Funktion g n {x) ( siehe Gl. (4*22)) em f estes Vorzeichen hat und für keine Ver - 
gleichsfunktion u {n) === 0 ist 1 ), sind aile vorhandenen Eigenwerte reell. 

4 * 8 . Beispiel für em selbstadjungiertes Problem mit nichtreellen 
Eigenwerten. Bei den Beispielen in 4*1, bei denen nichtreelle Eigenwerte 
auftreten, waren die Problème nicht selbstadjungiert. Bei den Satzen in 
4*5 und 4*7 über die Realitàt der Eigenwerte war die Selbstadjnngiertheit 
eine wesentliche Voraussetzung. Die Frage, ob nun allgemein selbstadjun- 
gierte Problème nur reelle Eigenwerte haben kônnen, ist jedoch zu ver- 
neinen. Wir beweisen das durch Konstruktion eines Gegenbeispiels ; wir 
wiihlen als Differentialgleichung für selbstadjungierte Problème, die nicht 
der Eingliedklasse angehôren: 

(4-23) (kv")" — (k y'Y +ky=^{— (ffi y')' + % y}- 

Um die Selbstadjungiertheit auch bezüglich der Randbedingungen zu 
sichern, setzen wir an 

y(- 1) = y (- 1) = y( 1) = y'( i) = o . 

Eine Funktion, die diese Randbedingungen erfüllt, ist z. B. 

y = (a 4 — ï) 2 - h(x ) , 

wo h(x) im ganzen abgeschlossenen Intervall ( — I, + 1) viermal stetig 
differenzierbar ist. Nun mufi h(x) komplex sein, wenn der Eigenwert A 
komplex sein soll. Wir wàhlen h{x) — x 2 -f- i, also 

y(x) = x Q -f- x*(i — 2) + a ,2 (i — 2%) + i . 


Die Voraussetzung, daû für aile Vergleichsfunktionen uW ^ o ist, kann 
nicht entbehrt werden, wie das Beispiel II in 5*7 zeigt. Dort ist u' o für die Ver- 
gleichsfunktion u = 1, und jede Zahl A (auch eine beliebige komplexe Zahl) ist 
Eigenwert. 



Definite Eigenwertprobleme. 


69 


Nun lâBt sich leicht eine Differentialgleicbung (4*23) angeben, der y genügt, 
indem wir die/„ und g v als Polynôme ansetzen. Die Durchrechnung ergibt, 
daB y die Gleichung mit dem nichtreellen Eigenwert X = i 

6 [ (— y 6 - x 4 + 2 1 x 2 - 5) y " j" + [ ('y- x 2 - I ) 2/']' + 1672, 

= *{-" [(— 9* 2 + i2i)ÿ']' + i 89 y| 

erfüllt 1 ). 

4*9. Definite Eigenwertprobleme. Définition: Ein Eigenwertproblem 
heipt „definit “ , wenn aile Eigenwerte X reell sind und einerlei Vorzeichen 
haben. Es heipt ,,positiv définit wenn aile X > o, und „negativ définit 1 \ 
wenn aile X < O sind. Das Problem heipt „semidefinit“ , wenn unter den Eigen- 
werten auch die Zahl Null vorkommt, aber sonst aile Eigenwerte einerlei Vor- 
zeichen haben. 

Weiter führen wir noch den Begriff „volldefinit“ ein: 

Définition: Ein Eigenwertproblem mit der Gleichung (4-5) heipt voll - 
définit , wenn für jede Vergleichsfunktion u 

b b 

(4-24) j uM[u]dx> O und JuN[u]dx> o ist. 

a a 

Dann gilt der 

Satz: Ein volldefinites Eigenwertproolem ist positiv définit. 

Ist nàmlich X k ein Eigenwert eines volldefiniten Problems mit der Eigen- 
funktion y k , so gilt 

Vk M l 

identisch in x , und daraus folgt durch Intégration beider Seiten über das 
Intervall a, b: 

b 

J yic-M [y k ] d x 

; _« 

Â k— b 

S Vk E [y*] d x 


x ) Bei diesem Beispiel ist die ira Satz von 4*7 getroffene Voraussetzung g n (x ) 4= o 
im Grundintervall — 1 x 1 erfüllt. Verzichtet man auf diese Voraussetzung, 
so zeigt das folgende (mir von Herrn H. Wielandt mitgeteilte) Beispiel den 
gleichen Sachverhalt: Das selbstadjungierte Eigenwertproblem 


y" + 


COS 2 X 

I -j- COS 2 X y 


I 4- CO8 2 X 


y> 


y'( o) = y'(n) = o 


hat den Eigenwert A = i mit der Eigenfunktion y = i + cos x. 
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Unter den genannten Voraussetzungen kann nun der Quotient 

b 

juM [u] dx 

(4-25) *[«1 = t * 

J u N [te] dx 

a 

den man den „RAYLElGHschen Quotienten“ nennt 1 ), nur positive Werte 
annehmen, wenn u irgendeine Vergleichsfunktion ist. Da die Eigenfunk- 
tionen unter den Vergleichsfunktionen enthalten sind, sind also wegen 
jR[y i ]=A A . auch aile Eigen werte positiv. 

Wendet man auf die Intégrale im RAYLEiGHschen Quotienten (4*25) 
die DiRiCHLETsche Formel an, so entsteht 

b m 

! Z f, [«<'>]*<** +jf«[«] 

(4-26) R • 

! Z g, [« <0 ]‘ dx + N t [«] 

a v^Q 

Aus dieser Darstellung kann man unmittelbar hinreichende Bedingungen 
für die Definitheit des Problems gewinnen, indem man z. B. voraussetzt, 
daû die in Zâhler und Nenner auftretenden Grôfîen einzeln positiv sind. 
Das führt 2 ) zu folgender 

Définition: Ein selbstadjungiertes Eigenwertproblem (4-5) bis (4*8) 
nennen wir AT-definit bzw. AC-semidefinit, wenn aile Funktionen f v und 
g v ^ O sind und die DlRiCHLETschen Randteile M 0 [u] und N 0 [ u ] , die in 
den am Rande genommenen GrôBen u, v! , u" , ... quadratisehe Formen 
sind (vgl. (4-17), (4*18)), positiv definite bzw. semidefinite quadratisehe 
Formen sind. 

Dann gilt das 

hinreichende Kriterium: K-definite Eigenwertprobleme sind zugleich 
definite Eigenwertprobleme. 

Die AT- Definitheit ist sehr bequem nachprüfbar. 

AuBer der DlRiCHLETschen Formel stehen auch noch andere Umfor- 
mungen zur Verfügung, mit denen man die Definitheit eines Problems nach- 
prüfen kann. Z. B. ist die bei Schwingungen von Kreisbogentrâgern auf- 
tretende Aufgabe (vgl. Tafel 1 ): 

_/. +2y iv_ ÿ „ =A( _ y „ + y) 

mit den Randbedingungen 

y (a) = y'(“) = y" (a) = y {b) = y 1 (b) = y" (b) =o, 

x ) Rayleigh: John William Strutt Baron Rayleigh, englischer Physiker, 
1842—1919. 

a ) E. Kamke, Math. Z. 48 (1942) 71. 
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oder mit 

y (a) = y' (a) = y'" (a) = y (b) = y’ (b) = y"! (6) =0 

positiv définit. Denn bei Berücksiehtigung der Randbedingungen ergibt 
Teilintegration 

b b b 

J uM[u]dx — J u( — îi VI -f 2w IV — u")dx = J (u' n — u') 2 dx^>o . 

a a a 

Das Gleichheitszeichen kann nur stehen, wenn u’” — iï == o ist. u müBte 
ako eine Losung dieser Difïerentialgleichung sein, somit die Form haben: 
u — Cj + c 2 e x + <>3 e ~ x > 

mit c 1} c 2 , c 8 als Konstanten. Die Randbedingungen erzwingen dann u = 0 ; 
mithin ist für jede Vergleichsfunktion 

b 

J uM\u]dx > o . 

a 

Da auch 

b 

J uN [u]dx > o 

a 

gilt, folgt die positive Definitheit der Aufgabe. 

Beispiel: Das selbstadjungierte spezielle Eigenwertproblem 

-y"=Ay, 

y'(o) = iy(o), y 1 (l) = By(l) 

hat nach dem Satz aus 4-5 nur reelle Eigenwerte. In 4 6 war für dieses 
Beispiel bereits die DiRiCKLETsche Formel aufgestellt worden. Nach 
(4-19) lautete der DmiCHLETsche Randteil 

M 0 [u] — — B u 2 (l) Au 2 (o) . 

Für A > o, B <0 ist M Q [u] ^ 0. Dann ist also das Eigenwertproblem 
iC-definit, und aile Eigenwerte sind sicher nichtnegativ. Die Durch- 
rechnung der einfachen Auf- 
gabe ergibt mit A = k 2 , wenn 
maa die allgemeine Losung der 
Differentialgleichung (Integra- 
tionskonstanten c v c 2 ) 

y = c x sin k x + c 2 cos k x 

den Randbedingungen anpaBt, 
für k die transzendente Glei- 

chung \ / / 

I le (A — B) Abb. 4-3. Graphische Darstellung zur 

( 4 ? 7 ) ^8"^ AB -f k- * Lôsung der Gleichung (4*28). 
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Sie liefert bei beliebigem A und B stets unendlich viele positive Eigenwerte X. 
Wann kônnen négative X auftreten ? Dann hat k die Gestalt k — ir , und 
wegen tg ilr — i 2 g Ir lautet die Gleichung für r 


(4-28) 


2g lr = 


r (A — B) 
AB — r 2 * 


Wir setzen l = J und fragen nach den Schnittpunkten der Kurven für 2 g r 

und h (r) = ~ . Für A > 0 und B < o hat h (r) die Gestalt I 

v ’ AB — r 2 


(Abb. 4-3), dann existiert also kein Schnittpunkt r 4 = 0 und also kein 

negativer Eigenwert. Ferner sind noch die 
Typen II (kein X < o), III, IV (je ein X < o) , 
V (zwei X < O) moglich. Typ VI tritt bei 
reellem A und B nicht auf. In einer A-B- 
Ebene sind die verschiedenen Bereiche mit 
keinem, einem und zwei negativen Eigen- 
werten gekennzeichnet. Insbesondere sieht 
man, daÛ der Bereich der A-Definitheit 
(Quadrant A> o, B<o (Abb. 4-4)) den 
Bereich der positiven Eigenwerte nicht aus- 
fiillt, daB also das oben angegebene hinrei- 
chende Kriterium für die Definitheit nicht 
zugleich notwendig ist. 



Abb. 4-4. Zu dem Beispiel in 
4*9. A -B - Bereiche mit keinem, 
einem und zwei negativen 
Eigenwerten. 


§ 5. Die GREENsche Funktion bei gewohnlichen Differential- 

gleichungen. 

Für das Folgende werden einige Tatsachen über die GREENsche Funktion 
gebraucht. Diese sollen hier kurz hergeleitet werden, und zwar zunachst 
unabhàngig von den Eigenwertproblemen 1 ). 

5-1. Définition der Greenschen Funktion. Es sei 

(5-D Pi ,(x)-y^(x) 

v~0 

irgendein linearer Dififerentialausdruck, seine Ordnung k kann gerade oder 
auch ungerade sein. Die Funktionen p v (x) seien stetig und p k (x) für aile x 
von Null verschieden. Dann sei das inhomogene Randwertproblem vor- 
gelegt, bei gegebener stetiger Funktion r(x) die Lôsung der inhomogenen 
Differentialgleichung 

(5-2) L[y] = r(x) 

Litetatur zu § 5: E. L. Ince, Ordinary Differential Equations, London 1927, 
S. 205ff. E. Kamke, Math. Z. 46* (1940) 234ff., 244ff. E. Kamke. Differential- 
gleichungen: Lôsungsmethoden und Lôsungen, 3 Au fl., New York S. 188 ff. 
Chelsea Publishing Company. 
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zu finden, welche die Randbedingungen wie in (4-8) 

(5.3) U" [y] = 0 (fi — t , 2 k) 


erfüllt. Wir versuchen, eine Funktion G(x, |) , die sogenannte „GREENsche 
Funktion' *, aufzustellen 1 ), welche das Randwertproblem in der Form 


b 

(5-4) y(x) = / 0 (x, Ç)r(£)dÇ 


bei beliebiger vorgegebener Funktion r(x) lôst. 

Die Green sche Funktion G(x , £) wird durch folgende Bedingungen de - 
finiert : 

I. G erfüllt fiir f estes f aus dem lntervall a < f < b als Funktion von x die 
homogène Differentialgleichung L[G] = O fiir aile £ + £. Die partiellen 
Ableitungen 


t h G(x, £) 
dx k 


(mit k = 0 , 1,2, . 


n) 


sind in jedem der Bereiche a <^x <[ ( und a f & stetige 

Funktionen von x und £. 

2 . G erfüllt als Funktion von x die Randbedingungen U ^ [G] — o . 

3. G ist für x = f wu£ a < f < 6 seinen Ableitungen nach x bis 

zur (k — 2 )-ten Ordnung , wàhrend die der (k — i)-ten Ordnung einen- 


Sprung von der Grôpe - macht. 


Wird zur Abkürzung 

( 5 * 5 ) 


G (v) (x, {) = 


0*0 (*, |) 


gesetzt, dann soll also gelten: 

G(x, f), G'(x, f), . . G ( *~ 2) (x, f) stetig bei x = | 

und lim + e, f) - G^d - e, f)] = ~ , 

oder kürzer geschrieben 

(5-6) G (k ~ l) (| + o,|)- G ( * _1) (f - o , f ) = ^ . 

Ob und wann es eine GREENsche Funktion G( x, £) gibt, die aile hier 
geforderten Bedingungen erfüllt, wird in 5*3 untersucht werden. 


*) George Green, englischer theoretischer Physiker, 1793 — 1841. Die Green- 
sche Funktion wird manchmal aucli ,,Einfluûfunktion“ genannt. 
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Beispiel aus der Physik: Bei manchen physikalischen Aufgaben ist 
last unmittelbar ersichtlich, wie man die GEEENsche Funktion erhâlt. Wir 
betrachten als Beispiel einen Trâger der Lange l auf zwei Stützen, der im 
Abstande £ vom linken Auflager eine Last der GroBe I tràgt (Abb. 5*1). 

Dann ist die GREENsche Funktion G(x, £) gleich 
der Durchbiegung rj{x) : Es ist G(x, £) = rj{x) unter 
der Last I an der Stelle £ — ,,EinfluBzahr‘ e (x, £) . 
Die Querkraft Q — — (a rj")' macht an der Last- 
stelle x = £ einen Sprung der GroBe 1, oder bei 

konstantem a macht rf" einen Sprung der GroBe ~ , 

wâhrend rj, rj ' , 77" bei x = £ stetig sind. Die Dif- 
ferentialgleichung für die Durchbiegung y(x) lautet 
bei der Belastungsdichte p{x): 

{**)")" = Vi*) • 

Abb. 5-i. Die Einfluû- Die Randbedingungen sind: 7 ] und rj" — G für 
-zahl (Durchbiegung an x = 0 , X — l. 
der Stelle x unter dem 

einer Last i an ri=G(x,Ç) erfüllt die Differentialgleichung, 
der Stelle |) als Green- nàmlich die homogène Differentialgleichung 

sche Funktion. (aiy")" =0, auBer an der Laststelle x = £, und 

erfüllt die Randbedingungen. 

Wirkt an Stelle der Last 1 die Belastung p(£)à£, so ist die -Durch- 
senkung G(x, £)p(£)A£, und ist über den ganzen Trager eine Belastung 
mit der Dichte p(£) verteilt, so ist die gesamte Durchsenkung 

y(x) = / G(x, S)p{£)dÇ, 

0 

d..h. es wird hier unmittelbar plausibel, daB die GREENsche Funktion das 
inhomogene Randwertproblem lôst. 

5*2. Beweis der LôsuQgsformel für das Randwertproblem. Wir nehmen 
zunachst an, daB es zu unserem Randwertproblem (5*2), ( 5 * 3 ) e ^ ne 
GREENsche Funktion G(x, £) gibt, welehe die in 5*1 geforderten Bedin- 
gungen erfüllt, pnd zeigen, daB dann die durch das Intégral 

F(x) = fG(x, Ç)r(()d{ 

a 

festgelegte Funktion F(x) die Lôsung y(x) des Randwertproblems ist. 
Durch Difïerenzieren folgt mit Benutzung der Abkürzung (5-5) 
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F'(x) = fG'(x,()r(()d(, 

a 

F"(x) = j 0"(*,£)r(f)iî, 


= / G {k ~ k \x, f)r( ()d{ = /••• + /•••■ 

a a x 1 

Bei nochmaliger Différentiation muB man berücksichtigen, daB G^ k ~ l) (x, £) 
an der Stelle x = £ einen Sprung macht, und dementsprechend das Inte- 
grationsintervall von a bis b durch die Stelle x in zwei Intervalle aufteilen. 


^ü r({)iS+ i 

a 

b 

+/■ 


f) 

Sx*— 1 

e k O(x,i) 

dx k 




r ({)<*£- 


r e*-»Q(x,^) 
[ d#* - 1 


'<« 1 . 


l£-x + 0 

Dabei ist (G * _1) (a;, £)]* der Grenzwert, wobei £ kleiner ist als x 
und von links gegen x rückt. Man kann für diesen Grenzwert auch schreiben : 
[G (i ~ 1) (x, £)]*_ f +05 da die (k — i)-te Ableitung von G nach x im Bereiche 
a <^x <*b als stetige Funktion von x und | vorausgesetzt wurde (diese 
Ableitung ist für x = Ç als einseitige zu nehmen). Jetzt kann man die 
Sprungrelation (5*6) benutzen, und es folgt 

i**> (x) = / (x , £) r (f ) d( + ^ . 

Beim Einsetzen in die Differentialgleichung erhàlt man 

w-èr, »** - / 1 r 2 ^ l r|{, « + ■ 

Das Intégral auf der rechten Seite verschwindet wegen L[G] — O 1 ), denn 
G erfüllt die homogène Differentialgleichung, also L [F] = r(x). Ferner er- 
füllt mit G(x , £) auch F(x) aile Randbedingungen, ist mithin tatsachlich 
Lôsung des vorgelegten Randwertproblems. Damit ist aber noch nichts 
darüber ausgesagt, ob F(x ) die einzige Lôsung des Randwertproblems ist. 

Wenn es mehrere, also mindestens zwei voneinander verschiedene Lô- 
sungen, etwaF 1 (ic) undF 2 (a;), gibt, so ist ihre Differenz z(x) =F 1 (x) — F 2 {x) 
oine nicht identisch verschwindende Lôsung des zu (5*2), (5*3) gehôrigen 
homogenen Randwertproblems 

L[z]= O, V ^ [z] = o . 

x ) G genügt der Differentialgleichung L\G] = o mit Ausnahme der einen Stelle 
je — aber bei der Intégration über £ &lôit dicoe isclierte Stelle x = £ nicht. 
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Wenn wir zeigen kônnen, daB dieses homogène Randwertproblem nur die 
Losung z — o besitzt, ist damit zugleieh bewiesen, daB das inhomogene 
Problem (5-2), (5*3) hochstens eine Losung haben kann. Diese Frage wird 
in der nachsten Nunmier behandelt. 

5 3. Konstruktion der Greenschen Funktion aus einem FundamentaU 
System. In dieser Nummer soll die bisher noch offengebliebene Frage 
nach der Existenz und Eindeutigkeit der GREENschen Funktion unter- 
sucht werden, und zwar mit einer Méthode, die zugleieh als Verfahren zur 
Aufstellung der GREENschen Funktion dienen kann 
Die homogène Differentialgleichung 

(57) L[y) = o 

hat ein Fundamentalsystem von k voneinander linear unabhangigen Lô- 
sungen z 1 , z 2 , . . . z k . (Die Losungen werden z- und nicht y. genannt, weil 
y i spater die Eigenfunktionen bedeuten.) Es ist also 

L[z t ] = o. 


Dann lautet die allgemeine Losung der Differentialgleichung ( 57 ) 

A: 

y=I 7 c i z i 

i 1 

mit c t als willkürlichen Konstanten. 

Da die GREENsche Funktion ebenfalls der homogenen Differential- 
gleichung genügen soll, rnuB sie sich in jedem der beiden Felder x £ und 
x ;> £ aus den z i aufbauen lassen, aber mit verschiedenen Konstanten c f , cf 
in den beiden Feldern, vgl. Abb. 5*2. 

k k 

G(x, £) =27 Cj *,-(*) = 27 («i + b i )z i (x) fur x < f ; 

t » 1 i = 1 

k k 

G{x, f) = JJ C* z-(x) — y (a- — 6-) z- (a;) für 'x ^ £ . 

i - 1 i l 

Dabei ist c L = a t b l und cf — a t — 6- gesetzt, und die a- , b i sind noch 




unbekannte Funktionen von £. Zuniichst kann 
man die b t aus den Übergangsbedingungen an der 
Stelle x — £ bestimmen : 

Die Bedingung der Stetigkeit von G(x , £) 

G'(x^), . . £) ergibt 

k 

(5-9) 27 b > <£)=« ( ” r: - O ,• I 2 ). 

i I 

SchlieBlich verlangt die Sprungbedingung 
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So hat man für die k Unbekannten 6^(1) ebensoviele lineare Gleichungen 
erhalten, aus denen man die 6- stets bereehnen kann, demi die Koeffizienten- 
determinante des Gleichungssystems 


(5-n) 

*i(f) *.(« **(f) 

<(« *;«> *;<{> 




ist =^o; sie ist die „WRONSKische Déterminante" für die Funktionen z i 
und verschwindet nicht, weil die z- als linear unabhiingig vorausgesetzt 
sind 1 ). 

Nachdem die 6- so bestimmt sind, werden die a t aus den Randbedin- 
gungen berechnet. Diese lauten 

k 




- u„ 


{u = 1,2, 


, k) . 


S K- ±b f ) 2 

i = i 

Bei i ist das obéré Zeichen zu verwenden, wenn bei der Randbedingung 
der linke Rand x — a benutzt wird, und entsprechend beim rechten Rand 
x = b das untere Zeichen. Wegen der Linearitat der U ^ erhalt man somit 
für die k Unbekannten a t die k Gleichungen 

( 5 - 12 ) = ^ è b i U ^ Z i ] = 

<» 1 1=1 

Die Déterminante dieses Gleichungssystems ist 

IM*,]. 

(5-13) \U„[z i ]\= ' 

U t f 2 i ] > U k \z.,], .... U t \z k | 

Wenn \U fi [z i ]\ =f= o ist, lassen sich die a i bereehnen, es existiert dann 
die GREENsche Funktion, und zwar ist sie eindeutig festgelegt. 

Wenn \ U /t [z i ] \ = 0 ist, lassen sich die a- aus (5*12) nicht oder nicht 
eindeutig bereehnen; es wird sich in 5*7 bei Betrachtung der Eigenwert- 
probleme zeigen, daB dann | U ^ [zj | = 0 gerade die Bedingung für die 
Eigenwerte darstellt. 

Nach (5*8) laBt sich somit die GREENsche Funktion im Falle | V ^ [z { ] | 4= O 
in der Gestalt schreiben : 

k k 


(5*i4) 


0(x, 0 = ga A (x) ±27 W*> j 1 Îür * 


G,(*,£) G 2 (x,Ç) 

stetig umtetig in der (k - 


- i)-ten Ableitung. 


4 Siehe z. B. J. Horn, Gewôhnliche Differentialgleichungen, 2. Aufl. Berlin u. 
Leipzig 1927, S. 57. 
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X>ie GREENsche Funktion setzt sich also aus zwei Teilen zusammen; 
der eine Teil G^x, £) ist fc-mal stetig nach x differenzierbar, der andere 
Teil G 2 (x, f) springt in der (k — i)-ten Ableitung. 

Der Bestandteil G 2 lâût sich stets angeben, da die Déterminante des 
Gleichungssystems für die nicht verschwindet, der Bestandteil G 1 da- 
gegen nur, wenn die Déterminante | U ^ [zj | 4=0 ist; nach der Crame$- 
schen Regel tritt bei Berechnung der a i diese Déterminante im Nenner auf, 
und man kann schreiben 


G 1 (x, i) — 


H(x t Ç) 


det. | U p [ 2 J | 

wobei der Zâhler H(x , £) wieder stets existiert, und zwar ist H(x , £) als 
lineare Kombination aus den z ( (x) bei festem f eine Lôsung der homogenen 
Differentialgleichung : L[H] == O. G 2 ist von den Randbedingungen un- 
abhângig, dafür hàngt G 1 von den Randbedingungen ab. 

Die Déterminante (5*13) tritt auch bei der Frage auf, ob das zu (5-2),. 
( 5 * 3 ) gehôrige homogène Randwertproblem 

L[y] = 0, U M [y] = o 


nichttriviale (nicht identisch verschwindende) Lôsungen y bfesitzt. Eine 
solche Lôsiîng y mufi sich in der Gestalt (mit C i als Konstanten) 


y(^) = JJ c i z ^ x ) 

i-1 

darstellen lassen, und die O i genügen dann dem Gleichungssystem 


n 


W = o 


([/, — 1,2, . . k ) . 


Die Déterminante dieses Gleichungssystems ist wieder die Déterminante 
(5-13). Dann und nur dann, wenn | U [z { ] | — O ist, gibt es Zahlen C if die 
nicht sàmtlich verschwinden, und hat das homogène Randwertproblem 
nichttriviale Lôsungen. Wenn | U ^ [zj | 4=0 ist, hat also das homogène 
Randwertproblem nur die Lôsung y == o, und die Lôsung des inhomogenen 
Randwertproblem s ist eindeutig festgelegt. 

Wir fassen die Ergebnisse zusammen in dem 

Satz: Es sei z 1 (x ) , . . ., z k (x) ein Fundamentalsystem (k linear vonein - 
ander unabhàngige Lôsungen) der gewôhnlichen linearen homogenen Differen- 
tialgleichung k-ter Ordnung L[y] =0. Werden k ( voneinander linear unab- 
hàngige) lineare homogène Randbedingungen U ^ [y] — o (für /a = 1 , 2 , . . k) 
an den Stellen x — a und x = b vorgeschrieben , so gibt es in dem F aile, daft die 
Déterminante | l^[z f ]| 4= o ist, eine dur ch die drei in 5-1 genannten Forde- 
rungen eindeutig festgelegte Greensche Funktion G(x, f). Sie lôst das Rand- 
wertproblem L[y ] = r(x), U ^ [y] = 0 bei beliebiger rechter Seite r(x) durch 
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die Losungsformel (5*4), und diese Losung ist die einzige , die dos Randwert- 
problem besitzt. Oenau dann, wenn die Déterminante | [zj| =0 ist, hat 
das homogène Randwertproblem L[y] — 0 , U M [y] — O nicht identisch ver - 
schwindende Losungen. 

Ein ausführlich durchgerechnetes Beispiel zur Konstruktion der 
GREENschen Funktion nach dem hier beschriebenen Verfahren findet sich 
in 7-8 bei der Übungsaufgabe 2 (S. 121). 

&> + °Q(x, £) 

Z usât z. Die partiellen Ableitungen — sind für O g -j- (r 

<£ h — 2 stetige Funktionen von x und f . 

Bildet raan nàmlich diese Ableitungen nach (5*8), so hat man zu zeigen, 

k 

daB an der Stelle x — £ die von YJ 6-(£) z i (x) herrührenden Bestandteile 

i - 1 

verschwinden. Nun folgt durch Différentiation der ersten Gl. (5*9), die eine- 
Identitàt in £ darstellt 1 ) : 

S df Z i + Mf) Z i(f) —° » 

•also wegen der zweiten Gleichung von (5*9) 

(5-i5) £tÏ*i® =0 ' 

d. h. ist stetig ; genau so folgt durch Differenzieren der zweiten 

Gleichung von (5-9) 

(5-16) Jj 2 ;(f)=o, 


, , V*G(x,Ç) . d*G(x,Ç) &-'G(x,t) 

d. h. — ■■ ■ ^ ist stetig und ebenso , . . — n . ■ ■ ■ 

dxd$ 6 ëx 2 d£ ^2 *- 8 dÇ 

Weiter folgt durch Différentiation von (5-15) bei Berücksichtigung von (5*16)’ 

JS^)= 0 ’ 

d 2 Q(x,£) 

d. h. — ■ ist stetig, und bei Différentiation von (5*15) ergibt sich die- 

n, , . 1 .. e*G(x,£) 

Stetigkeit von usw. 

O XG 


1 ) Bei dem folgenden Beweia wird die Tatsachje gebraucht, daû die Funktionen 
&i(£) stetige Ableitungen bis zur (k — 2)-ten Ordnung besitzen. Das ist gesichert» 
wenn wir die Funktionen p f {x) nicht nur wie in 5-1 als stetig, son dem sogar als 
( k — 2) mal stetig differenzierbar «voraussetzen. Man kann jedoch diese Zusatz- 
voraussetzung auch vermeiden, vgl. E. Kamke, Math. Z. 46 (1940) 272. 
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5-4. Symmetrie der Greenschen Funktion G(x, H) = G(l, x) !ür selbst- 
adjongierte Randwertprobleme. Die Randwertaufgabe (5-2), (5-3) sei nun 
selbstadjungiert 1 ), das besagt, daû I. die Differentialgleichung jetzt von 
gerader Ordnung k — 2 m ist und die Gestalt 

m 

L [y] = M [y] = X! ( • - !)’ If. (*) (x)] M = r(x) 

v = 0 

hat und dafî 2. die Randbedingungen U ^[y] = O so beschaffen sind, dafî 

b 

f (uM[v] —vM[u])dx — o 

a 

für beliebige Vergleichsfunktionen u , v gilt. Mit Hilfe der DraiCHLETschen 
Umformung in 4-3 vvird das Intégral umgeformt in einen Randausdriick von 
der Ordnung 2 m — I : 

b 

(5-17) <j (uM[v] — vM[u])dx = [S(m, v)f a . 

a 

Dabei ist 

m v — 1 

s( u , v) = £ JJ (— 1 r +e {» w [/„(x)« w ] ( '- i - <!) 

v~0 0“ 0 

ein Bilinearausdruck in, u, v und ihren Ableitungen bis zur (2 m — l)-ten 
Ordnung, und zwar treten nach (4*11) die (2 m — I)-ten Ableitungen 
u (2m ~ 1) , nur an einer Stelle in der Surmne (für y — O, v = m) auf, 

so dafî man schreiben kann 

S(u, v) = ( — l) m {f m (uv ( ‘ 2m ~ l) — vu (2m '~ l) )} -f- niedrigere Ableitungen. 

Wir setzen nun voraus, es existiere zu dem vorgelegten Randwert- 
problem eine GREENsche Funktion, und bilden die GREENschen Funktionen 
für zwei beliebige, aber weiterhin festgehaltene Stellen £ = f x und £ = £ 2 
mit a < , £ 2 < 6 und bezeichnen sie zur Unterscheidung mit G {1) und G {2) : 

G (\) = °a)( x ) =~ G ( X > fi), G vl) = G{x, £ 2 ). 

Dann ist 

/ (G w M[G m ] -a m M\a w ])dx = 0 

wegen 

M [0 ( i,] = M [0 (2) ] = o , 

-also weil G, abgesehen von der einen Stelle x — £ 1} bzw. x — £ 2 , die Difïe- 
rentialgleichung erfiillt [nicht etwa wegen der Selbstadjungiertheit, denn 
<y (1) und G {2) sind infolge der Unstetigkeit in der (2 m — l)-ten Ableitung 

l ) Bisher war der Begriff „selbstadjungiert 1 / nur bei Eigenwertaufgaben ein- 
geführt worden. 
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keine Vergleichsfunktionen]. Andererseits kônnen wir das Intégral dadurch 
auswerten, daB wir an Stellè des Integrationsintervalls a, 6 die drei Teil- 
intervalle a bis f x — e ; + £ bis f 2 — e ; f 2 + e bis & verwenden, für das 
Intégral über jedes dieser Teilintervalle die Umformung (5*17) benutzen 
und e gegen O gehen lassen. So ergibt sich : 

0 =/=/+/ + / = [*(G (1 ,«fo )] f » “° + [«(g ( 1 ,G( 2) )]|:;S + [S(g ( 1 ,g ( 2 ) )]L + o 

<1 a ii + O fi + O 

= ><?,*>)£ -[S(e (1) G (2) )]!;iS - [S(G (1 ) g ( 2 ,)]|;î« . 



Abb. 5-3. GREENsche Funktion G(x , £) und ihre erste partielle Àbleitung nach x 
für den Differentialausdruck — y" bei verschwindenden Randwerten. 


Nun ist [$(G (1) G (2) )]2 = 0 wegen der vorausgesetzten Selbstad j ungiertheit 
des Problems. 

Ebenso verschwinden bei. [^(6? (1) aile Ausdrückè, die Ab- 

leitungen von niedrigerer als der (2 m — i)-ten Ordnung enthalten, da diese 
stetig sind; nur bei der (2 m — i)-ten Ableitung bleibt wegen der Sprung- 
beziehung (5*6) 



( -jr 

fmd 1) 
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der Ausdruck übrig: 

Entsprechend bleibt bei [*S{G f (1) G ! ( 2) )]|' i to der Ausdruck übrig: 

(-xr/.(«o w (wg=. 

Di© beidèn Ausdrückç baben die Summe O, also gilt in der Tat 

(5;x8> 

Das ist die behauptete Symmetrieeigenschaft der Greènsctien Funktion. 




Abb. 5*4. GREENsche Funktion und ihre erste partielle Âbleitung nach x für das 
zweite Beispiel in 5*5. 


5 5. Einîache Beispiele von Greenschen Funktionen. i. Zu dera Differential- 
au8druck AT [y] = — y" und den Randbedingungen y(o) — y (i) = o kann man 
nach dem in 5*3 angegebenen Verfahren leicht die GREEUsche Funktion ermitteln: 
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ist gleichbedeutend mit y{x) ?= J G(x , £) r(£) d£ 
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2. M[y] = — y", y(o) = y'(i) = o. 

Jetzt lautet die .GREENsche Funktion 

-, [x ftir x ^ £ 


<*(*.*) = 


» x^>£. 


Abb. 5*4 zeigt wieder G und — als Funktionen von a; und £ in axonometrischer 
Darstellung. 

Man bestâtigt : die GREENsche Funktion G(x, £) ist symmetrisch in bezug auf 
die Winkelhalbierende x — £. 

Dagegen ist — keine symmetrische Funktion mehr ! Femer sieht man hier, 
o x 

dG 

daB der Sprung von — in der £-Richtung das umgekehrte Vorzeichen hat wie der 
Sprung in der x-Richtung : 

G'(x, x -f o) — G'(x , x — o) = 1 
G'(x + o, x) — G'{x — o, x) — — 1 . 

3. M[y] — ay iy mit konstantem oc, 

y(o) = y"(o) = y(l) = y"(l) = o. 

Die GREENsche Funktion ist hier einfach die Durchbiegung (Abb. 5*1 ), das Beispiel 
ist das gleiche wie in 5-1. 


G(x, £) = 


’^ T -R l x> + ^-2U) für*<;| 

({* 4- ** — nx) fùr x^f. 


8^0 (x^) 
~ d x* 


J 


für x ^ £ 


dx* U (x—l) ... . 

( la 

bis auf einen konstanten Faktor die GREENsche Funktion für das Beispiel 1 bei l — l . 

4. M[y] = — y" — Ay, 

y{ o) = o; y'(i) = Ay(i). 

Wir setzen A = k 2 und erhalten 

( sin lcx fsin k£ (k cos k -f siri k) .J ... 

-, — i- j-J -j H- cos k £ fur x <£ £ 

k I cos k — k sin k J 


-f- cos k £ für x <£ £ 


sin k£ |~sin kx ( k cos k -f sin k) 
k I cos k — k sin k 


+ cos k x I für x ^ £ . 


Die GREENsche Funktion G (x, £) ist also auch aufstellbar, wenn in der Differential- 
gleichung und in den Randbedingungen ein Parameter A auftritt. Das leitet uns 
bereits zu den Eigenwertprpblemen über: 

5-6. Die Greensche Resolvente für Nichteigenwerte. Wir betrachten 
nun das Eigenwertproblem 

/,. IQ . f£[î,] = Jf[ S ,]-A^[y]=o > 

5 91 1 ^[y,A] = o, 
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wobei die Voraussetzungen von 4*2 erfüllt sein môgen, als ein Randwert- 
problem wie in den vorigen Nummem 5-1 bis 5*4; der einzige Unterschied 
besteht darin, daû hierbei noch ein Parameter A auftritt. Die GREENscbe 
Funktion wird jetzt auch noch von A abhangen: 

G(*,f) = (?(*,f,A). 

Man nennt dann die GREENsche Funktion Q{x> f , A) auch die „ GREENsche 
Resolvente". Wir fassen hierbei A als Parameter auf, der beliebige Werte 
annehmen kann mit Ausnahme der Eigen werte. (Nach dem Satz in 5*3 
existiert die GREENsche Funktion, wenn das homogène Randwertproblem 
nur die Losung y ~ o hat, wenn also A kein Eigen wert ist.) Es ist dann also 

(5-20) y(x) = fG(x,S,l)r(Ç)d$ 

a 

die Losung des Randwertproblems 

Z/[y] = Jf[y]— kN[y] = r(x)-, 

<5 ’ u ? [y] = 0 . 

5-7. Bedingungsgleichung für die Eigenwerte. Bei dem Eigenwert- 
problem (5*19) hàngen die Funktionen z { (x) des Fundamentalsystems 
(vgl. 5-3) der Differentialgleichung M [y] — AiV [y] = o auch von A ab: 
z i (z) = z^Xy A). Aus ihnen müssen sich die Eigenfunktionen y linear zu- 
sammensetzen : 

2m 

y =27 C M X )- 

t — 1 

Die C i sind dabei so zu bestimmen, dafi die Randbedingungen erfüllt sind: 

2 m 

(5-22) C i U lt [z i ]=0 (^ = 1,2, ..., 2 m). 

t-1 

Das sind 2 m lineare homogène Gleichungen für die' 2 m Unbekannten C { . 
Sie haben genau dann eine nichttriviale Losung, wenn die Koeffizienten- 
determinante verschwindet. Das ist gerade die bereits in (5*13) aufge- 
tretene Déterminante 

(5-23) d(A)=det.|tr> i ]|=o. 

Diese Gleichung ist die Bedingung für das Vorhandensein von Zahlen 
C { ^ 0, also für das Vorhandensein von Eigenfunktionen. Gl. (5*23) ist also 
die Gleichung für die Eigenwerte A . 

Man kann nun einige allgemeine Aussagen über die Lage der Eigenwerte 
machen, wenn man Tatsachen aus der Funktionentheorie verwendet. Jn 
dieser und der folgenden Nummer ziehen wir deshalb Sâtze aus der Funk- 
tionentheorie heran. Wir benutzen zunàchst einen Satz über die Abhàngig- 
keit der Losungen einer Differentialgleichung von Parametem. 
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Wenn die Koefficienten in der Differentialgleichung und in den Anfangs- 
bedingungen differenzierbar von einem Parameter A abhàngen, also im 
Sinne der Funktionentheorie analytische Funktionen von A sind, dann 
hangen auch die Lôsungen analytisch von A ab 1 ). 

Jn unserer Differentialgleichung (5*19) tritt nun der Parameter A linear 
auf, also hàngen die Lbsungen z { (x, A) , die man durch teste, von A unab- 
hàngige Anfangsbedingungen festlegen kann, regulàr von A ab, imd zwar 
sind die z { (x , A) ganze Funktionen von A für festes x aus a x <*b. 

Wenn A in den Randbedingungen analytisch vorkommt, so ist A (A) auch 
analytisch in A. In den Beispielen der Tafel I kommt A, wenn überhaupt, 
so stets linear in den Randbedingungen vor, d. h. die U ^ [zj sind ganze 
Funktionen in A. Es ist also auch A (A) eine ganze Funktion in A; daher gilt : 

A (A) ist entweder identisch Null, dann ist jedes A Eigenwert , oder Zl (A) = O 
besitzt hochstens abzahlbar unendlich viele isolierte Nullstellen ohne Hàu- 
jungspunkt im EncUichen. Man kann dann die Eigenwerte nach der Orofie 
ihrer Betràge ordnen : 

o^lAJ £|A 2 |£|A 3 | £••• 

Beispiel I: Jedes A ist Eigenwert. 

Bei dem Eigenwertproblem 

L[y] =— y"— At/ = o, 

U x [ y] = y{o) —y(i)=o, 

U 2 [y] = y'(o) + y'(i) = o 
bilden mit A = k 2 4= o die Funktionen 


z x = sinkx, z 2 = cos k x 

ein Fundamentalsy stem 2 ) . Die Déterminante (5-23) lautet hier 
I— sinfc 1— cosfcl 


k( 1 + cos k) 


— k sin k 


= k (sin 2 k -f cos 2 k — I) — o . 


Diese Gleichung ist für jedes k erfüllt, also aile Werte A (auch komplexe 
Zahlen A) sind Eigenwerte. Die zugehôrigen Eigenfunktionen sind 

y = cos k[x • 


x ) Vgl. z. B. J. Horn, Gewôhnliche Differentiaigieichungen, 2. Aufl. Berlin u. 
Leipzig 1927, 8. Kapitel, S. 147 ff. Der Parameter A wird jetzt als komplexe Ver r 
Ânderliche aufgefaût. 

*) Ein Fundamentalsystem mit ganze n Funktionen von A ist 
z l — sin As, z g — cos |/Ax, 


es erfüllt die von A freien Anfangsbedingungen 

z 1 (o) = o, z'i (o) = 1 , Zg(o) = i, z' a (o) = o. 
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Beispiel II: Knickproblem. Bei der Knickung eines homogenen 
Stabes mit eingespannten, aber verschieblichen Enden (Abb. 5*5) hat man 
das Eigenwertproblem 

2/ n = — A y" » 

P 

Dabei ist A — ■ (mit P als Druckkraft, a als Biegesteifigkeit), und die 
Randbedingungen besagen Verschwinden der Neigung und der Querkraft 

an den Enden. Hier ist je- 
der Wert A Eigenwert zur 
Eigenfunktion y = const, 
der Stab kann sich parallel 
zu sich verschieben. Aufier- 
dem gibt es eine Folge von 
Eigenwerten 

(» = 1 , 2 , 3 ,...), 

zu denen die Eigenfunktionen y n — cos gehôren, diese Eigenwerte sind 
somit sâmtlich ,,zweifache“. 

Zusatz über zweifache Eigenwerte. Bei dem letzten Beispiel 
trat das Wort zweifacher Eigenwert auf. Die Définition über mehrfache 
Eigenwerte wird in 5-9 gegeben. Hier sei nur gesagt : Eine Zahl A heifit zwei- 
facher Eigenwert, wenn es zu ihr genau zwei voneinander linear unabhângige 
Eigenfunktionen gibt. Wir beweisen den in der folgenden Nummer 5*8 be- 
nutzten Satz : Ist A ? ein zweifacher Eigenwert, so verschwindet die Ableitung 
der in (5*23) aufgetretenen Déterminante A (A) an der Stelle A = A ; - *) 

( 5 ' 2 4 > ° = 

Zu einem solchen Eigenwerte A ? gibt es nâmlich nach der eben gegebenen 
Définition zwei voneinander linear unabhiingige Eigenfunktionen y (1) , j/ 2) , 
also zwei linear voneinander unabhiingige Losungssysteme C\ 2) des 
Gleichungssystems (5*22). Da konstante Faktoren bei den C i noch frei sind, 
kônnen wir = C\p = I verfügen [evtl. nach Umnumerierung der 
Zj, z 2 , . . ., z 2w , falls bei der ursprünglichen Numerierung Cj 1) oder C^ 2) 
verschwinden sollte; dabei ândert sich bei der Déterminante (5*23) hôch- 
stens das Vorzeichen]. Nun addieren wir in der Déterminante (5-23) (aus- 
geschrieben ist sie in (5*13)), die mit multiplizierten i-ten Spalten für 

1 ) Der Satz lâfit sich auch umkehren und auf mehrfache Eigenwerte ausdehnen: 

Die Vielfachheit eines Eigemyertes À ; - stimmt mit der Vielfachheit überein, die Xj 
als Nullstelle von d(A) hat. Siehe FuÛnote 2) auf S. 92. 



Abb. 5*5. Knickproblem für einen Stab init ein- 
gespannten verschieblichen Enden. 
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i = 2,3 2m zur 1. Spalte, und die mit multiplizierten i-ten 

Spalten £ = 1,3, 4, ...,2m zur 2. Spalte, dann stehen in der I. und 
2. Spalte von (5*13) nach (5-22) nur Nullen. Differenziert man nun die 
Déterminante, indem man jeweils eine Spalte differenziert und die ent- 
stehenden Determinanten addiert, so ist die Ableitung für A = A ? - Null, da 
jede der einzelnen Determinanten noch mindestens eine Spalte mit nur 
Nullen enthâlt, d. h. es gilt (5-24). . 

5 * 8 . Verhalten der Greenschen Resolvente an der Stelle eines Eigen- 
wertes A. Es sei À — A 1 ein Eigenwert, und zwar eine einfache Nullstelle 
der Eigenwertdeterminante (5-23) A (A) : 

MK)= 0 * 

Es ist A (A) = (A — A t )A*(A) und A* (A) ist eine analytische Funktion von A 
mit A*(A X ) =4= 0 . 

Die GREENsche Funktion hat nach (5-14) die Gestalt 

0 (x, f , A) =G 1 (x, f , A) + O t (x, f, A) = + f. A). 

Dabei sind # und G 2 in A ganze Funktionen, daher ist G(x, f , A) eine ,,mero- 
morphe“ Funktion in A, d. h. G ist in der ganzen A-Ebene mit Ausnahme von 
Polstellen regulâr, und zwar hat G Pôle in den Eigenwerten A,-; Multipli- 
kation mit (A — A x ) ergibt 

(5-25) 0 (x, f , A) (A -A,) = + (A -*,)«,(*. f , A) . 

Der linksstehende Ausdruck ist für A = A x nicht definiert, da dann die 
GREENsche Funktion nicht existiert. Der Ausdruck auf der rechten Seite 
hat jedoch einen wohlbestimmten Grenzwert, wenn A gegen A x strebt. Es- 
H 

bleibt dabei der Quotient j*- regular, das zweite Glied der rechten Seite 

strebt gegen Null, mithin hat die linke Seite G (x , £ , A) (A — A x ) für A -► Aj den 
Grenzwert 

d*(A,) * 

sie ist also insbesondere regular für A = A 1 , aufgefafit als Funktion von A bei 
beliebigem, aber festgehaltenem x und £. Wir behaupten nun, diese Grenz- 

funktion — ist eine zu A-, gehôrige Eigenfunktion. H(x, f , A x ) ist 

Zl (À!) 

nàmlich 2Wî-mal stetig differenzierbar und genügt nach 5*3 als lineare Kom~ 
bination aus den Losungen des Fundamentalsystems im ganzen Intervall 
a <^x der Differentialgleichung (5-19) für A — À 1 . Ferner erfüllt 
G(x } (, A) für jedes A 4= A i die Randbedingungen U ^ = O, es ist mithin 

U h [G(x } f , A) (A — Aj)] =0 für A 4= A, , 
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-also auch in der Grenze 1 ) 


«d. h. H(x, £ , Aj) erfüllt ebenfalls die Randbedingungen. H(x> £, Aj) ist 
somit bei festem £ eine zu A x gehôrige Eigenfunktion, und da zu einem ein- 
fachen Eigenwert nach 5-7 nicht zwei voneinander linear unabhàngige Eigen- 
funktionen existieren, kann man ansetzen, wenn y 1 irgendeine zu A x ge- 
hôrige fest herausgegriffene Eigenfunktion ist: H(x> £ , A x ) = const • y y {x). 
Die Konstante, die wir gleich C setzen, kann noch von £ abhàngen, also 
H(x, f, A,) = y^x) ■ C((). 

Die GREENsche Funktion G(x, £ , A) ist für Werte A, die keine Eigen- 
werte sind, nach 5*4 symmetrisch in x und £ . Also ist auch G (x , £ , A) (A — A 1 ) 
für A 4 = k L symmetrisch in x und £ , daher auch die Grenzfunktion für 
A = Aj und damit H (x, £, A x ) . Diese Funktion muB also die Gestalt haben 
H(x, A,) = y 1 (x)y 1 (£) ■ C* , 

wobei jetzt die Konstante C * nicht mehr von x oder £ abhàngt. Man kann 
«omit für beliebiges A schreiben : 

H(x, f , A) = y 1 (x)y 1 (i) ■ C* + (A -A!) H* , 

c * 

wobei H* wieder eine ganze Funktion in A ist Es ist also mit C, = . ... 

A ( 4 1 ) 

(5-26) 0 (x,.S, A) = g i ffgj y +<?(*,$,*), 

wobei Gf eine in A meromorphe, an der Stelle A = Aj jedoch regulàre Funk- 
tion von A ist. Genau so kann man an anderen Eigenwertstellen A 2 , A 3 , ... 
vorgehen, sofern diese A; einfache Eigenwerte sind, und erhàlt, wenn 
t/ 2 , t/ 3 , ... die zugehôrigen Eigenfunktionen sind, 


<5-2 7 ) G(x,S,X)=£ C -^£B + a*(x,S, A), 

*-l A 

wobei G* in A meromorph, an den Stellen A x , Ag, . . A, regular ist und 
Pôle an den Stellen der weiteren Eigenwerte A #+1 , A # „ 2 , . . . hat. 


5*9. Mehrfache Eigenwerte. Définition: Man nennt einen Eigenwert A 
vinen r-faehen, oder man sagt, er besitze die Vielfachheit r , wenn es genau 
r voneinander linear unabhàngige Eigenfunktionen y Y , y 2 , . . ., y T gibt, die 
zu demselben Eigenwert A gehoren : 

(5-28) *[*] = **[*,]; Ï 7 ,[»|]=° (t = 1, 2, . . r). 

Diese Définition gilt genau so bei partiellen Differentialgleichungen, 
wo man nur y(x) durch z(x , y . . .) zu ersetzen hat. 

1 ) Ù(x, £) ist nach (5-14) eine endliche Summe aus den z it also ist Vertauschung 
von Differentiationen und Grenzübèrgang erlaubt. 
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Als einfaches Beispiel sei das selbstadjungierte Problem eines elastisch 
gebetteten Druckstabes genannt: 


<5*29) 


f y IV + 4 f/=-A^, 

i y ( 0 ) = y" (o) = y (n) = y" (n) = o . 


Hier ist der kleinste Eigenwert Aj = 5 ein doppelter, zu ihm gehôren die 
beiden voneinander linear unabhàngigen Eigenfunktionen y 1 = sin x, 


y 2 = sin 2 x . 

Das selbstadjungierte Problem 

— y vl — 49 y" = * (14 2/ IV + 36 y) , 

y = y" — y 1Y = Q für X = O und X =71 


hat A = I als dreifachen Eigenwert mit den Eigenfunktionen y k = sin à; a; 
für 1c = 1,2,3, un( i man kann leicht Beispiele für Eigenwerte mit jeder 
gewünschten Vielfachheit r angeben, z. B. Problème 




mit konstanten Koeffizienten f v , g v konstruieren, bei denen sin x , sin 2x, . . . , 
sinra; als Eigenfunktionen zu demselben Eigenwert gehôren. 

Beim Auftreten mehrfacher Eigenwerte lassen sieh die wesentlichen Er- 
gebnisse von dem Fall einfacher Eigenwerte übertragen, jedoch werden die 
Beweise komplizierter und erfordern weitergehende Hilfsmittel. Es genüge 
daher hier, die Ergebnissemitzuteilen und wegen einiger Beweise auf die 
Literatur zu verweisen. 

Gehôren die voneinander unabhàngigen Funktionen y lt y 2 , . . . , y r als 
Eigenfunktionen einer selbstadjungierten volldefiniten Eigenwertaufgabe 
( 4 - 5 ) bis ( 4 * 8 ) zum r-fachen Eigenwert A, so sind auch die Funktionen 

r 

Y o = £%',y° (e = i,2 r) 

o =- 1 

bei beliebigen Konstanten a QO Eigenfunktionen zu demselben Eigenwert A. 
Insbesondere kann man die a QO so bestimmen, daB die Funktionen Y g zu- 
einander im verallgemeinerten Sinne orthogonal werden : 

b 

( 5 ' 3 °) i Y e N[Y 0 ]dx== o für o 4 =cr, 

und einen konstanten Faktor bei Y Q kànn man bis auf das Vorzeichen so 
festlegen, daB Y Q ,,normiert“ ist, d. h. 

<5‘3I) j Y „N[Y e \dx--=l für g = i,2,...,r. 

a 

DaB es môglich ist, Konstanten a {ia mit dieser Eigenschaft zu ermitteln und 
einen solchen ,,OrthogonalisierungsprozeB“ durchzuführen, wird unter 
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anderen Gesichtspunkten in 15*4 bewiesen; es làfît sich jedoch auch un- 
mittelbar einsehen, indem man 


Y ,= 


Vi 


n 


2/i N[y{\dx 


setzt und die übrigen F p rekursiv berechnet nach den Formeln 1 ) 
YU \ <*> = ».41 <*> -è W / YJi)N[y, +1 (mi 

^*+1 ( x ) 


(5-32) 


a - 1 rf 


> (« = I,2...,f — 1>. 


V7^ 

a 




Wegen der vorausgesetzten linearen Unabhangigkeit der Funktionen y Q 
kann keines der FJ identisch verschwinden, und es sind daher alleNenner 
in (5*32) von Null verschieden. 

Nun denken wir uns den OrthogonalisierungsprozeB bereits ausgeführt 
und schreiben statt F wieder y. Auch die zu anderen Eigenwerten gehôrigen 
Eigenfunktionen kann man normieren und, soweit sie zu mehrfachen Eigen- 
werten gehôren, orthogonalisieren, so daB die Formel (4-12) übergeht in 


( 5 - 33 ) 


b 

ftr, iN[y k ]dx 


a 


0 für i =$=k 

1 „ i = k. 


Satz : Es gibt zu der selbstadjungierien volldefiniten Eigenwertaufgabe (4*5) 
bis (4-8) ein normiertes , im verallgemeinerten Sinne orthogonales System von 
Eigenfunktionen y r Für dieses bestehen die Beziehungen (5-33) . 

Nun sei G(x, £, X) wie in 5*6 die GREENsche Resolvente, welche also- 
das inhomogene Randwertproblem (5*21) durch die Formel (5*20) lôst. Ist 
nun X x ein r-facher Eigenwert, so làBt sich G(x , f, X) in dçr (5-27) genau ent- 
sprechenden Gestalt schreiben: 


(5.34) 0(*. f, A) + g*{x, f, A) , 

ç-1 A “ / i 

wobei G* in X meromorph und bei X = X 1 regulâr ist. Die y Q sind als zuein- 
ander im verallgemeinerten Sinne orthogonal angenommen. Diese Dar- 
stellung der GREENschen Resolvente lâBt sich mit Hilfe der Funktionen- 
théorie durch Untersuchung des Residuums der GREENschen Resolvente 
beweisen 2 ). 


l ) R. Courant und D. Hilbert, Methoden der mathematischen Physik, Bd. I, 
2. Aufl., Berlin (1931) 42. 

*) E. Kamke, Definite selbstadjungierte Eigenwertaufgaben, Math. Z. 46 (1940) 
242 — 250. 
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Man kann den Sachverhalt auch so ausdrücken : Die Darstellung (5*27) 
der GREENschen Resolvente ist auch im Falle mehrfacher Eigenwerte 
richtig, sofern man die zu einem mehrfachen Eigenwert Xj gehôrigen 
Eigenfunktionen zueinander im verallgemeinerten Sinne orthogonal ge- 
wâhlt hat. 

Aus (5*34) laBt sich ein wichtiger Satz liber die Losbarkeit der inhomo- 
genen Randwertaufgabe folgern 

| M[u]-XN[u] = h(x) 

(5 ' 35) 1 cr„M= o 

für A = Xy Die Aufgabe ist nicht für beliebige rechte Seiten h(x) lôsbar, 
aber für bestimmte Funktionen h(x ), und zwar stets, wenn h(x) zu allen 
zu Xj gehôrigen Eigenfunktionen y lt y 2 , . . y r orthogonal ist: 

b 

(5'3 6 ) f y ll (x)h(x)dx- = o (g = 1,2 r) . 

a 

Setzt man namlich die Gl. (534) für die GREENsche Resolvente in die 
Lôsungsformel (5*20) ein, so bleibt wegen (5*36) rechts nur 

/ G*(x , X)h(S)d$ 

stehen. Da G* bei A = A ? - regular ist, folgt für A -» A y 
(5'37) u i x ) = / G *(*> f. lj)h(()d( . 

U 

DaB die so ermittelte Grenzfunktion u(x) tatsâchlich die Randwertaufgabe 
(5*35) lost, bedarf noch eines genaueren Nachweises, der hier nicht erbracht 
werden soll; die allgemeine Lôsung von (535) würde man aus (537) durch 
additives Hinzufügen der zu X- gehôrigen Eigenfunktionen erhalten. 


510. Semidefinite Eigenwertaufgaben. Bei einer semidefiniten Eigenwert- 
aufgabe (4*5) bis (4*8) 

M[y] = XN[y]; £/„ [y] = o 

tritt nach der Définition aus 4*9 unter den Eigenwerten auch die Zahl o auf. Z. B. 
bei den Biegeschwjngungen eines prismatischen, beiderseits freien Stabes 

y iy = Xy; y"{ o) = y'"( o) = y"{ 1) = y"'{ 1) 

kommt der Eigenwert A = o vor, und zwar als zweifacher Eigenwert mit den Eigen- 
funktionen y ~ 1 und y — x. Das Auftreten des Eigenwertes A = o bedeutet nach 
5*3 und 5*7, daB es zu dem Randwertproblem 


(538) 


J M[y] = r(x) 
l G n [y] = o 


keine GREENsche Funktion G(x , £) gibt. Man kann jedoch eine sogenannte 
„verallgemeinerte GREENsche Funktion“ G(x , £) aufstellen, mit der das Rand- 
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wertproblem, sofern es überhaupt eine Lôsung besitzt, durch die zu (5*4) analoge 
Formel b 

a 

gelôst wird. Auch die weitere hier in § 8ff. dargestellte Théorie làût sich weitgehend 
auf die semidefiniten Eigenwertaufgaben übertragen, doch soll hier nicht nâher dar- 
auf eingegangen w^Hen 1 ). 


§ 6. Die GREENSche Funktion 
bei partiellen Differentialgleichungen. 

Die allgemeine Theone wird bei partiellen Differentialgleichungen ver- 
wickelt und ist noch nicht aïs abgeschlossen anzusehen. Es soll hier nur 
für die einfachsten Fâlle kurz einiges Wenige über die GREENsche Funktion 
und weiter über Eigenwertprobleme gesagt werden 2 ), nâmlich das, was 
spâter (in Nr. 7-4, II-2, 14*1 und § 19) gebraucht wird. 

6*1. Grundbegriîfe. Die formale Übertragung der in § 4 behandelten 
Grundbegriffe auf partielle Differentialgleichungen macht keine Schwierig- 
keiten. Die Differentialgleichung laute 
(6-1) Af[z] = AjV[z] , 

wobei z die unbekannte Eigenfunktion, M und N gegebene lineare homo- 
gène Differentialoperatoren für Funktionen von mehreren unabhàngigen 
Verânderlichen x, y, .. . und A wie stets der Eigenwert ist. Hinzu kommen 
Randbedingungen 

(6-2) U M [2]=o 0 » = I, 2 

Die U [z] sind dabei lineare homogène Differentialausdrücke in z, genommen 
auf gewissen gegebenen Randkurven (oder Randflâchen) eines Gebietes B, 
das wir Grundgebiet nennen. Die Zahlen A, für die es eine nicht identisch 
verschwindende, die Randbedingungen erfüllende Losung von (6-1 ) (eine 
,, Eigenfunktion “ ) gibt, heiBen Eigenwerte des Problems. 

Eine nicht identisch verschwindende Funktion u der unabhàngigen Ver- 
anderlichen x, y, . . . heifit eine , , V ergleichsfunktion ‘ ‘ , wenn sie die Rand- 
bedingungen U ft [u] = O erfüllt und stetige partielle Ableitungen so hoher 
Ordnung besitzt, wie es zur Bildung von M [ u ] und N [u\ gebraucht wird. 

9 Nàheres bei E. Kamke, Differentialgleichungen, Lôsungsmethoden und Lô- 
sungen, New York, S. 190, und Math. Z. 46 (1940) 231 — 286, ferner R. Courant 
und D. Hilbert, Methoden der mathematischen Physik, Bd. 1 , 2. Aufl., Berlin 1931, 
S. 306. 

*) Wegen aller Feinheiten und weiterreichenden Betrachtungen sei auf die aus- 
führliche Darstellung in R. Courant und D. Hilbert, Methoden der mathema- 
tischen Physik, Bd. I und II, Berlin 1931 und 1937, verwiesen. 
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Bas Eigenwertproblem heifit selbstadjungiert, wenn für zwei beliebige Ver- 
gleichsfunktionen u, w stets gilt 

f ^(uM[w] — wM[u])dv — o, 

r v J » 

^ | f( uN[w] — wN [u])dv — o . 

I » 

Dabei sind die Intégrale über das Grundgebiet B zu erstrecken, dv — dxdy . . . 
solL das Volumenelement bedeuten. 

Das Eigenwertproblem wird définit genannt, wenn aile Eigenwerte X i 
reell sind und dasselbe Vorzeichen haben, und semidefinit, wenn aile X i reell 
sind, nicht verschiedenes Vorzeichen haben und die Zahl o un ter den Eigen- 
werten vorkommt. 

Das Eigenwertproblem heiBt volldefinit, wenn für eine beliebige Ver- 
gleichsfunktion u stets 

(6-4) fuM[u]dv> o, f uN [w] dv > o 

» » 

is't. Dann gilt: Ein volldefinites Eigenwertproblem ist définit, bei ihm sind 
aile vorhandenen Eigenwerte positiv. Denn ist z eine Eigenfunktion mit 
dem Eigenwert X, so ist 

fzM[z]dv 

< 6 - 5 ) 7m^ >0 - 

« 

LiiBt man in der ersten Ungleichung von (6*4) an Stelle des Zeichens > 
das Zeichen ^ zu, so ergibt sich auf die gleiche Weise, daB das Eigenwert- 
problem définit oder semidefinit ist. 

Wührend aus der Volldefinitheit die Realitàt der Eigenwerte folgt, wird 
man nicht erwarten konnen, daB die Selbstadjungiertheit allein die Realitât 
der Eigenwerte bedingt, denn dies gilt ja nicht einmal bei den gewôhnlichen 
Differentialgleichungen, wie das Beispiel in 4-8 zeigt. Die Voraussetzungen 
der Selbstadjungiertheit und Volldefinitheit prüft man in Einzelfâllen wie 
bei den gewôhnlichen Differentialgleichungen nach durch Anwendung von 
Teilintegration oder entsprechender Hilfsmittel, wie des GAUSSschen Inte- 
gralsatzes usw., vgl. z. B. die Durchführung in 6-2. Da, wie bereits be- 
merkt, zur Zeit eine so allgemeine Théorie wie bei den gewôhnlichen Diffe- 
rentialgleichungen nicht gegeben werden kann, greifen wir im folgenden 
eine spezielle Problemklasse gewissermaBen als Beispiel heraus. 

6-2. Eine spezielle Problemklasse. Wir legen Eigenwertprobleme fol- 
gender Art bei zwei unabhângigen Verànderlichen x, y zugrunde: Die 
Differentialgleichung laute : 

(6-6) M [z] = — (pz x ) x — (pz u ) y + qz = XN [z] = Xg„z . 
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Dabei sei z — z(x, y) die unbekannte Eigenfunktion, X wie stets der Eigen- 
-wert, p(x t y), q(x> y) und g 0 (x, y) gegebene stetige Funktionen und über- 
•dies p und g 0 positiv und p mit stetigen partiellen Ableitungen nach x und y 
versehen. Ein Buchstabe x oder y als Index bedeutet partielle Différen- 
tiation nach der betreffenden Verânderlichen, also z. B. 


(P z x)x 


e I dz\ 

îxy dx) ' 


Jn der Ebene der unabhàngigen Verânderlichen x , y sei ein abgeschlossener, 
einfach zusammenhàngender Bereich B gegeben, der von einer stückweise 
.glatten Randkurve JH begrenzt wird (Abb. 6-i). Auf dem Rande jT wird für 

z(x , y) die Randbedingung vorgeschrieben 1 ) : 



(67) 


az + / 3 r 


dz 


Abb. 6*i. Bereich 23 , positiv 
orientierter Rand JT, âuBere 
Normale n. < 


( 6 - 8 ) 


' ën 


a und fi sind gegebene stetige* nicht zugleich 
verschwindende Funktionen der auf der Rand- 
kurve r von einem fest gewâhlten Rand- 
punkte aus gemessenen Bogenlànge s. 

Dabei bedeutet n die Richtung der âufie- 
ren Normalen ( Abb. 6*1), es gilt 2 ) wenn (n, x) 
bzw. (n, y) die Winkel zwischen den n , x, y 
Richtungen bezeichnen, für eine beliebige 
stetig differenzierbare Funktion w(x , y) 

w x cos (n, x) -f- w y cos (n, y ) . 


Das der Teilintegration bei den gewohnlichen Differentialgleichungen hier 
entsprechende Hilfsmittel ist der GAUSSsche Integralsatz, der für eine be- 
liebige, mit stetiger partieljer Ableitung nach x versehene Funktion /(x, y) 
lautet 3 ) : 

(6-9) j j e ~^T'dxdy=: J f(x, y) cos (n,x)ds. 

ï) r 

Die Randkurve jT ist dabei im positiven Sinne zu durchlaufen. 


*) Diese Randbedingung ist nicht so harmlos, wie sie vielleicht zunàchst aus- 

d z 

sieht. Abgesehen davon, dafi an etwaigen Knickstellen des Randes — ~ nicht defi- 

dn 

niert ist, kann man überhaupt bei partiellen Differentialgleichungen nicht allgemcin 
fordern, daû die Lôsungsfunktion die Randbedingungen in allen Randpunkten er- 
füllt. tTber die genauere Formulierung der Randbedingungen siehe Fuûnotc i) 
voi Si ioo, a. a. O, Bd. II, S. 5o8ff. 

a ) K. Knopp, Einführung in die hôhere Mathematik, Leipzig 1942, Bd. III, S. 433. 
8 ) K. Kn opp, a. a. O. S. 347. Dort steht rechts das andere Vorzeichen, weil die 
Normale n nach innen gerichtet angenommen ist. Die Randkurve J 1 ist dabei als 
positiv orientiert festgefegt (Abb. 6*i). 
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Haben a und gleiches Vorzeichen und ist q{x, y) > O, so ist das Pro- 
blem volldefinit, wie man leicht unmittelbar durch Teilintegration nach- 
prüft. Man braucht dazu nur das erste der beiden in (6-4) angegebenen Inté- 
grale zu untersuchen, da 

J uN [u]dv — f J g 0 u 2 dxdy > O 

erfüllt ist. Es ist 

fuM[u]dv = J J [— u-(pu x ) x — u{pu y ) y + qu 2 ]dxdy. 

'b ^ 

Der Bestandteil JJ qu 2 dxdy ist > O wegen q > O. Der erste Bestandteil 

làÛt sich umformen, wenn man den GATJSSschen Integralsatz (6*9) 
auf die Funktion f=u • ( pu x ) mit f x = u(pu x ) x + pul anwendet. Man 
erhalt 

— JJ u(pu x ) x dxdy = JJ pu x dxdy — f puu x cos (n, x)ds . 

8 f 

Genau so ist beim zweiten Bestandteil 

— JJ u(pu y ) {/ dx dy — f J puxdxdy — J puu y cos(n, y)ds . 

Wegen (6-8) 

u x cos (n, x) + u y cos {n, y) ~ u n 

folgt 

f f uM[u]dxdy = ff [q-u? + j>{ul + u 2 y )]dx dy + / {—puujds. 

« a r 

Hieraus sieht man, daB die Bedingung (6*4) erfüllt ist, denn das Randinte- 
gral ist wegen der Randbedingung (6*7) 

a u — — /5 u n 

nichtnegativ; für /9 4 = 0 ist der Integrand p jj-u 2 O und fur fi = O ver- 
schwindet er wegen u = O . 

LaBt man auch q = 0 zu, so liefert die Betrachtung, daB aile Eigenwerte 
^ ;> o sind; dann kann es eintreten, daB auch die Zahl O Eigenwert ist 
(z. B. im Falle a — O, also der Randbedingung u n = 0 ist die Zahl 0 Eigen- 
wert mit der Eigenfunktion u = const). 

Weiter laBt sich auch die Selbstadjungiertheit der Eigenwertaufgabe 
(6-6), (67) bequem mit Hilfe des GATJSSschen Integralsatzes (6-9) nach- 
prüfen. 

Setzt man darin 

/ — pu x w — puw x , also 


JZ=.(PU x )* w —(P w x)z u ’ 
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so gilt 

// t( V u x )x w — {P w x)z u ]dxdy — J [pwu x cos (n, x) — puw x cos (n, x)]ds; 
8 r 

entsprechend für die t/-Richtung: 

// [(pw y ) y w—(p w y ) y u]dxdy = f [pwu y cos (n, y) — pww y cos ( n , y)]ds . 

8 r 

Addition ergibt mit Benutzung von (6*8) 


- wM[u] H- uM [w]} dxdy - 


uw n )ds . 


Das ist die sogenannte „GREENsc^e Formel “ (analog zur „Dirichlet- 
8chen Formel “ bei gewôhnlichen Differentialgleichungen). 

Bei der Randbedingung ( 6 * 7 ) verschwindet nun das rechtsstehende Inté- 
gral, denn für yS = 4 = O ist u n = — ~ u,w n = — a ^ so wu n — uw n — 

und für /? = 0isttt = w 7 = 0,d.h. aber, das Randwertproblem ( 6 * 6 ), ( 6 * 7 ) 
ist selbstadjungiert. 


6-3. Die Greensche Funktion, Vorbemerktmgen. Diese Nummer enthàlt 
noch keine Beweise, sondern soll nur in die GREENsche Funktion bei den partiellen 
Differentialgleichungen einführen. Man will auch hier wie bei den gewôhnlichen 
Differentialgleichungen 4 as Randwertproblem der inhomogenen Differential- 
gleichung mit Hilfe einer GREENschen Funktion lôsen. 

Bei beliebiger stetiger rechter Seite (p{x, y) der Differentialgleichung (mit M\z\ 
nach (6*6)) 

(6*i 1 ) M[z] = <p{x, y) 

und der homogenen Randbedingung a 2 -f* — 0 au ^ dem Rande r soll die Lôsung 

in der Gestalt gegeben sein 

(6-12) z(x, y) = JJ G(x, y ; £, rj)(p{$, r)) d$ drj 


— <p(*> y) 


mit der GREENschen Funktion G{x, y; £, rj ), die auch hier die .jEinfluBfunktion^ 
darstellt. 

Um uns eine Vorstellung von. der Einfluûfunktion zu machen, betrachten wir 
zunàchst als Beispiel den Fall p ~ 1 , q — o, also die inhomogene Potentialgleichung 
. e*z , a 2 z , 

" ,zs 0ïî + aÿ« = - ?,(x ’ ÿ) 

und etwa die Randbedingung z — o auf r. Dann lâût sich z(x, y) deuten als Durch- 
senkung einer am Rande r eingespannten homogenen belasteten Membran, wobei 
y>(x, y) das Produkt aus der Belastungsdichte 0(x, y) und einem von der Dicke 
und den elastischen Eigenschaften der Membran abhângenden konstanten Faktor C 
ist. Denkt man sich nun eine Last der GrôGe 1 auf einer kleinen Kreisflàche vom 
Radius g um den Punkt £, r) gleichfôrmig verteilt aufgebracht und die Membran 
sonst unbelastet, so entsteht eine Durchsenkung z(x, y), die noch von der Grôfie 
der Kreisflàche abhângt. Denkt man sich weiter den Kreisradius g gegen Null gehend 
(bei festgehaltener Lastgrôûe = 1 ), anschaulich gesprochen nach Art einer nadel- 
fôrmig angreifenden Belastung, so konvergieren die zugehôrigen Durchsenkungen 
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gegen die Einfluûfunktion, die hier ebenso wie in 5*1 beim belasteten Stab die 
GREENsche Funktion G(x , y; £, rj) darstellt. Im Gegensatz zum belasteten Stab 
bleiben aber die Durchsenkungen bei der belasteten Membran nicht mehr endlich, 
sondem gehen bei Annàherung an die Laststelle logarithmisch gegen Unendlich. 
Es sei zur Erlàuterung die GREENsche Funktion für eine kreisfôrmige Membran 
vom Halbmesser 1 angegeben; 


(6-13) G(x, y;Ç, 
mit 


V) = 


.±\ nr + ±. ln [( i -xe-nr 


(xr, - y{)«] 


r = |/(z — £) 2 + ( y — rj ) 2 . 

Abb. 6*2 zeigt die GREENsche Funktion bei festem £, rj als Funktion von x und y 
in axonometrischer Darstellung. 

Man kann die GREENsche Funktion G durch folgendc Forderungen festlegen: 
G(x, y; £, rj) erfüllt bei festem £, rj als Funktion von x, y die Randbedingungen 
und die Differentialgleichung M [G] — o bis auf die Stelle x — y — rj. (Dabei 
sei £, rj ein innerer Punkt von 
23.) An dicser Stelle hatG eine 
Singularitàt, und zwar soll sein 


(6-14) 


2 JIQ 

iim 

e +oJ cn 




Diese Bedingung entspricht 
der Sprungbedingung (5‘6) bei 
gewohnlichen Differentialglei- 
chungen. Das Intégral ist über 
einen kleinen Kreis vom Ra- 
dius q um den Punkt £, rj zu 
erstrecken (Abb. 6*3), und 
dann soll der Grenzübergang 
q -* o ausgeführt werden. Es 

kann also „ nicht beschrànkt 
dn 

bleiben; z.B. für p = 1 , q = o, 
also für den LAPLACEschen 
Differentialausdruck 



Abb. 6-2. GREENsche Funktion G(x, y; rj) zum 
Differentialausdruck A z mit der Randbedirigung 
z — o für x 2 + y 2 = 1 . 


1 

2 71 


+ stetige Funktion mit r ~ ]/(x — £) 2 + {y — rj ) 2 . 

(6*13) gab als Beispiel die GREENsche Funktion mit dem Einheitskreis als Bc- 

reich B und B = o. Es ist dann — - = h stetige Funktion. 

en 


Damit wird 


2 JIQ 


J 


SG 

dn 


d,8 — — I -f 2 71Q • R , 


100 


2. Mathematische Hiifsmittel. 


wobei B beachrankt ist ; also bleibt in der Grenze q -+ o nur die Zahl — i übrig, wie 
es (6*14) verlangt. 

6-4. Losung des Randwertproblems durch die Greensche Funktion. 

Auch bei der allgemeinen von uns betrachteten Differentialgleichung (6*6) 
hat G eine logarithmische Singularitât 1 ) 
a(x,y; Ç,r t ) 




’\nr + b{x, y\ f, rj ) , 


^ w 2np(Ç, rj) 

wobei a und b stetige, mit stetigen zweiten partiellen Ableitungen versehene 
Funktionen mit a(f, v\\ £, rj) == — I sind. Die tiefliegende Frage nach der 
Existera einer GREENschen Funktion kann hier nicht erôrtert werden 1 ). 
Es wird hier vielmehr angenommen, es gebe eine Funktion G(x, y ; £,rj), 
die die Randbedingung (67) und die Differentialgleichung erfüllt und sich 
in der Umgebung von x =' £, y = rj in der angegebenen Gestalt (6*15) dar- 
stellen làût. Dann ist die zuerst aufgestellte Forderung (6*14) iiber den 

Grenzwert des kleinen Randintegrals 



lim / ~ 

a J P™ 


ds 


' v) 


Abb. 6*3. Zur Singularitât der 
GrtKENschen Funktion. 


von selbst erfüllt. 

Die so eingeführte GREENsche Funk- 
tion G(x, y; } £, rj) l5st das Randwert- 
problem. Um das einzusehen, setze man 
in der GREENschen Formel (6- 10) w — z, 
also M [w] = (p , und u = G(x, y ; f, rj) ein 
und integriere über das gegebene Gebiet, 
wobei ein kleiner Kreis vom Radius q um 
den Punkt (, rj ausgeschnitten ist. Das Integrationsgebiet ist in Abb. 6*3 
schraffiert. Als Rand des Integrationsgebietes tritt jetzt auBer der Rarul- 
kurve F noch der Rand C des kleinen Kreises auf. Um aber anzudeuten, 
daû in der folgenden Gleichung der Rand C im negativen Umlaufssinn zu 
durchlaufen ist (Abb. 6*3), schreiben wir als Rand U — C. Es ist im ganzen 
Integrationsbereich M [G] — O , und es bleibt 

f f G(x, */; £,r))<r(x, y)dxdy = J p{z^ — G^)ds. 

© r-c 

Da z und G beide die homogène Randbedingung (67) erfüllen, fâllt wie 


*) R. Courant und D. Hilbert, Methoden der mathematischen Physik, Bd. I, 
■2. Aufl., Berlin (1931), S. 320 ferner Bd. II (1937), Kap. VII, S. 471 ff. Auch 
die Frage der „zulassigen“ Gebiete B wird dort ausführlich behandelt (Bd. II, 
S. 262 ff., 51 1 ff.). 
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in 6*2 das Intégral über den âufieren Rand T 1 fort. Beim Intégral über dem 
Kreisrand C wird beim Grenzübergang o -> 0 

fp~Gds->o und J pz—ds^ztf.rj) . 

-C -c 

Hierbei ist von der logarithmischen Singularitât Gebrauch gemacht, G 
wâchst wie ln g , die Integrationslànge ist 2 n g, und g ln g geht für g -► O 
gegen O. Also ist 

// G(x, y ; f, rj)<p(x, y) dxdy = z{Ç , rj ) . 

Das ist die behauptete Lôsungsformel, man braucht nur noch x, y mit £, rj 
zu vertauschen. Die GREENsche Funktion ândert sich dabei nicht; \vir 
zeigen die Symmetrie 

(6*l6) G(x, y\ (,r))=G(g,ri; x, y ) . 

Dazu betrachten wir zwei verschiedene ,,Aufpunkte“ Ç lf r) x und £ 2 ,?7 2 un( ^ 
nennen die zu ihnen gehôrigen GREENschen Funktionen kurz G x , G 2 : 

G 1 = G(x, y, fi,»;,), 

G 2 = G(x, y ; f 2 , »; 2 ) . 

Diese setzen wir als u = G x und w = G 2 in die GREENsche Formel (6-IO) 
ein und integrieren über das gegebene Gebiet B, wobei wir um die beiden 
Aufpunkte kleine Kreise vom Radius £ ausschneiden. Das Intégrations- 
gebiet ist in Abb. 6-4 schraffiert; wir haben drei Rander R x , R 2 , R 3 , wobei 
die Randkurven R x und R 2 in negativem Umlaufssinn zu durchlaufen sind. 
Es ist 

// {- G,M [G,] + G 1 M [G 2 ]J d x d y = o , 

« 

weil G x und G 2 (abgesehen von den Auf- 
punktsstellen) die Gleichung erfüllen 

Nach der GREENschen Formel ist daher 

O = f vtG, 8 ® z — Go 8 , Gl ) ds . Abb. 6*4. Zur Symmetrie der 

Z_ ' cn 71 f GREENschen Funktion. 

Nun ist J — o, weilG x und G 2 die Randbedingung (67) erfüllen. Aus f ••• 
R, -Rt 

wird beim Grenzübergang g -► 0 

Jp g und - J P oJ^ds^-G 2 ( fj , »?! ; f 2 , %) . 

-Rx -Rx 

Stellt man die entsprechenden Überlegungen bei R 2 an, so erhâlt man in 

Gi(è 2 >y 2 '> £i> Vi) — ® 2 (Çi> Vi> ^2^2) =0 
die behauptete Symmetrieeigenschaft der GREENschen Funktion. 
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6*5. Andere Typen partielier Dif! erentialgleichungen . Die überlegungen 
von 6*2 und 6*4 lassen sich sinngemàfi übertragen auf die Gleichung 
(6.17) M[z] = — {pz Xl ) Xl — ( pz Xt ) Xt — (pz Xt ) Xa +qz = ?.g 0 z , 

wo «(«J, x 2 , x 3 ) eine Funktion der drei unabhàngigen Verânderlichen x l9 x 2 , x 3 ist ; 
mit der Randbedingung a 2 -j- /S = o auf einer Randf lâche lassen sich Selbst- 

adjungiertheit und für a • /3 o die Volldefinitheit des Problems wie bei nur zwei 
unabhàngigen Grôûen x, y in 6*2 beweisen. Der Hauptunterschied besteht dagegen 
darin, dafi die GREENsche Funktion G(x t , x 2 , x 3 , £ lt £ 2 > la) jetzt eine andere Singu- 
laritât hat, nicht mehr eine logarithmisohe wie in (6*15), und zwar ist jetzt 


mit 


G - 


a(x l9 x 2 , x 3 ; $t,è s ,i 8 ) 1 


4rcp(£,,£ st ,£ 3 ) 


h b(x lf x 2 , x 3 ; £ j ,£ 2 > £3) 


r = ]/(x 1 — Id 2 d- <x 2 — £ 2 ) 2 + (x 3 — £ s )? . 


Es sind a und b mit stetigen partiellen Ableitungen bis zur zweiten Ordnung ver- 
sehene Funktionen, die durch die Forderungen festgelegt werden, dafi G auüer für 
r — o die zu (6-17) gehôrige homogène Differentialgleichung M [G] = o und die 
Randbedingungen erfüllen soll. Auf die Frage nach der Existenz der GREENschen 
Funktion kann hier wieder nicht eingegangen werden, vgl. die Bemerkungen am 
Anfang von 6*4. Die Symmetrie von G làfit sich dagegen leicht ebenso wie in 6*4 
beweisen. 

Auch bei partiellen Differentiaigleichungen hôherer Ordnung kann man GREEN- 
sche Funktionen aufstellen. Bei der Differentialgleichung 


. . d*z , 

AAz ~ Sx* + 2 dx*dy‘‘ 


d*z d*z . 

2 + d yi = 


und zwei unabhàngigen Variablen x , y hat die GREENsche Funktion die Gestalt 
G(x, y ; £,??) — — — r 2 ln r *f b{x , y ; £ t rj) 

o TC 


mit r 2 — (x — £) 2 + (y rj) 2 . Die mit ihren partiellen Ableitungen bis zur vierten 
Ordnung einschlieûlich stetige Funktion 6(x, y; £ , rj) ist so zu bestimmen, dafi G 
(aufier für r = o) der Differentialgleichung AG = 0 und den Randbedingungen 
genügt. 


§ 7. Beziehungen zu Integralgleichungen. 

7-1. Eingliedklasse und Integralgleichungen. Wie in 5 4 sei G{x, £) 
die GREENsche Funktion zu dem Differentialausdruck M [y] bei den Rand- 
bedingungen 

Uply] =0 (jw = 1 , 2, - . 2m ) . 

Sie existiert nach 5*6 genau dann, wenn A = 0 kein Eigenwert des Problems 
(4*5) bis (4-8) ist. Das setzen wir Jetzt voraus. Dann ist die Lôsung des 
Randwertproblems M [y] — r{x), U ^ [y] =0 bei beliebigem stetigem r(x) 
durch die allgemeine Lôsungsformel (5-4) gegeben. Da nun für eine 
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Eigenfunktion die Differentialgleichung (4*5) gilt, entsteht aus (5*4) mit 
r(x) ~XN\y] für die Eigenfunktion y(x) die Be/iehung 

(7-1) ÿ(x) =A f 0 (x, Ç)N[y(£)]dÇ . 

a 

Eine derartige Beziehung nennt man für n > O eine lineare homogène 
„Integrodifïerentialgleichung“ . 

Für n — 0, also für die spezielle Problemklasse N [y] = g 0 {x) • y erhalt 
man bei positiver Funktion g 0 {x) mit 

<p(x) = Yg 0 (x)y(x), K(x, f) = Yg 0 (x)g 0 (S)G(x, f) 
für <p (x) die Gleichung 

<p(x)=X / K(x, t)<p(()dÇ. 

a 

Sie ist eine sogenannte lineare homogène Integralgleichung zweiter Art. 
Ist das Eigenwertproblem selbstadjungiert, so ist G(x> £) und damit auch 
der „Kern“ K(x, f) symmetrisch in x und £. 

Problème gleicher Art erhalt man allgemeiner bei der Eingliedklasse 
<Nr. 47); bei ihr ist N [y] nach (4-20) durch (— i) n [sr n (æ)2/ (n) ] (n) gegeben, 
und die Lôsungsformel (7-1) geht über in 

y(x) = (- i)"A / 0 (x, () [gJS) V M (!)f n) d£ . 

a 

Nach der bei der Eingliedklasse gemachten Voraussetzung (4-21) kann man 
das rechtsstehende Intégral durch 71-malige Teilintegration umformen in : 

y(x)=X f d -^*,’~-g n (()y M {S)dÇ . 

a 

Hier kann man n-mal unter dem Integralzeichen differenzieren 1 ), da die 
Ableitungen 

0'+ n G(;r,£) 

dx v d£ n 


nach dem Zusatz zu 5*3 (es ist n <m, also v -J- n <* 2 m — 2 erfiillt) für 
o <Z,n stetige Funktionen sind. Somit folgt 

b 


y'"»(x)=A f 


c)* n G(x,Ç) 

dx n d£ n 


g n (t)y M (t)d{. 


a 


Setzt man im Falle einer positiven Funktion g n (x) 
(7-2) Vg n (x)-^ n) (x)=<p(x) 


x ) K. Knopp, Einführung in die hôhere Mathematik, Bd. III, 7. Aufl. (1942), 
S. 317. 
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und 

( 7 ' 3 ) 






so hat inan für y wieder die gewôhnliche lineare homogène Integralgleichung 
zweiter Art 

<p(x)=x j K (x, S)q>(Ç)d$. 

a 

Der Kern K(x , £) ist symmetrisch, wenn 0(x, £) symmetrisch ist. 

Wir fragen nun, ob auch umgekehrt den nicht identisch verschwindenden 
stetigen Losungen <p(x) der Integralgleichung 
6 

/ , B* n Q(x / 

~ g Tin (*) 9 n (f ) 7 > (f )<*£ 

a 

Eigenfimktionen y (x) des zugehôrigen Problems der Eingliedklasse ent- 
sprechen, machen jedoch zu dieser Untersuchung die folgenden Zusatzvor- 
aussetzungen : 

I. Es sei 3w < 2m — i . 

2. Unter den Randbedingungen U ^ [y] = o kommen die Bedin- 
gungen vor : 


( 7 ’ 5 ) 


y (a) = y' (a) — ■ 


■ = V ( " ' ) (a) = y(b)=y’(b) - 




(&) =r- O. 


Für die speziellen Eigenwertprobleme ist n = 0 , und man hat dann 
keine zusàtzlichen Voraussetzungen. 

Zunâchst folgt aus der Forderung 3w < 2w — i, dafi die Ableitung 
d 2n 0 (x, £) 

~ x in ' &çn ~ noc ^ stetig ist. Ist <p(x.) eine stetige Losung von (7*4), so liefert 

n-malige Différentiation von (7-4) die Existenz einer stetigen Ableitung 
(p in) {x). Wir kônnen also die Funktion 

b 

d* 


( 7 - 6 ) 


y{x): 


= j 0(x , Ç) d ç n 


bilden und beweisen, daB diese Funktion eine Eigenfunktion des Problems 
der Eingliedklasse ist. (7-6) ist nach (5-4) gleiehwertig mit 

M[y] = (fa n (x)<p(x)) ln) \ U u [y]= 0; 

y erfüllt also aile Randbedingungen. Ferner ergibt sich aus (7*6) durch 
w-malige Teilintegration, da 0(x, £) die zusâtzlich geforderten Rand- 
bedingungen (7*5) erfüllt: 


y(*) = (- 


D'/ 


ô n G(x,Ç) 
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und damit _ 

y genügt also auch der Differentialgleichung und ist mithin eine Eigen- 
funktion 


M[y] = { = (- D" A fs-,, y ”Y' ' 


Satz : Selbstadjungierte Eigenwertprobleme der Eingliedklasse (4-22), (4*8), 
bei denen X — O kein Eigenwert ist und die Funktion g n {x) im Grundintervall 
a, b ein f estes Vorzeichen hat , lassen sich mittels der Green schen Funktion 
überführen in lineare homogène Integralgleichungen zweiter Art mit reellem 
symmetrischem stetigem Kern. Jeder Lôsung y{x) der Eingliedklasse là fit 
sich nach (7- 2) eine Lôsung der Integralgleichung (7*4) zuordnen. Unter den 
Zusatzvoraussetzungen (7-5) kann man auch umgekehrt aus jeder Lôsung der 
Integralgleichung nach (7*6) eine Eigenfunktion des Problems der Einglied- 
klasse herstellen. 


7-2. Ergebnisse aus der Théorie der Integralgleichungen. Wir begnügen 
uns hier, aus der Théorie der Integralgleichungen ohne Beweis die 
folgenden Ergebnisse zu nennen 1 ). Von dem reellen nicht identisch ver. 
schwindenden Kern K (x, f) einer linearen homogenen Integralgleichung 
zweiter Art 

b 

(77) (p(x) = A f K(x, £) (p(£)d£ 

a 

wird fiir a <, x, | <,b vorausgesetzt: 


1. er sei symmetrisch, d. h. K (æ, f ) = K (|, x ) , 

2. er sei quadratisch integrabel, d. h. es mogen die Intégrale 

fK(x,Ç)dx, // K(x,i)dxdÇ, jK*(x,Ç)dx, Jf K 2 (x, Ç)dxdÇ 

a a a o ® ® 

existieren und, soweit sie noch von f abhàngen, beschrankt sein, 


3. er besitze eine mittlere Stetigkeit, d. h. es sei für aile x 
(7-8) lim / [*(*, Ç)-K (x v S)fd( = o . 

*1 ->* « 

Wenn K (x, f ) stetig ist, sind die Voraussetzungen 2 und 3 von selbst 
erfüllt. 


*) Die Beweise kônnen z. B. nachgelesen werden bei G. Hamel, Integralglei- 
chungen, Berlin 1937, S. 51 — 91, und R. Courant und D. Hilbert, Methoden der 
mathematischen Physik, Berlin 1931, Bd. I, S. 96— 130. 
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Weiter trifft man die Definitionen : 

Eine Zahl X, für die (7*7) eine nicht identisch verschwindende quadra- 
tisch intégrable Losung (p { x) besit7t, heiBt ein Eigenwert und die betreffende 
Losung eine Eigenfunktion. Eine Eigenfunktion <p heiBt normiert, wenn 

b 

j (p 2 (x)dx = I ist. 


Ferner nennt man eine Funktion u{x) quellenmàBig darstellbar, wenn 
es eine qnadratisch intégrable Funktion v{x) gibt, so daB 

b 

u(x) — j K(x,$)v(Ç)d£ 

gilt ' 

Unter den genannten Voraussetzungen gelten folgende Sàtze: 

Aile Eigenwerte X von (7*7) sind reell; X — o ist ofîenbar kein Eigenwert. 
Es gibt mindestens einen Eigenwert X und hochstens abzàhlbar unendlich 
viele Eigenwerte, die man daher in einer Folge X 2 , . ■ • anordnen kann 
und die im Endlichen keinen Hàufungspunkt besitzen; es kann ferner 
auch die Yielfachheit eines Eigenwertes, welche die Anzahl der zu dem 
betreffenden Eigenwert gehôrigen voneinander linear unabhàngigen Eigen- 
funktionen angibt, nur eine endliche sein. Die Anzahl der Eigenwerte ist bei 
stetigen Kernen genau dann endlich, wenn des Kern ,,ausgeartet“ ist, d. h. 
sich als endliche Summe von Produkten je einer Funktion von x.und einer 
Funktion von £ darstellen làBt: 

*(*.*) = L'a t (x)-b k (i). 

*-■1 


Zu verschiedenen Eigenwerten gehorige Eigenfunktionen sind zueinander 
orthogonal : 

/ <fi (*) <fk ( x ) d * = 0 für Aj 4 = A t . 

a 

Die zu einem mehrfachen Eigenwert gehôrigen Eigenfunktionen konnen 
orthogonalisiert werden (vgl. 5*9), so daB, wenn inan mehrfache Eigenwerte 
in der Folge X A , A 2 , . . . entsprechend mehrfach zahlt, ein zugehoriges System 
nornvierter orthogonaler Eigenfunktionen <p l5 <p 2 , ein sog. „Ortho- 

normalsystem“, existiert, für welches gilt 

/ ( O fur i =$= le 

^ dX= ifür< = *. 

a 

Jede quellenmàBig darstellbar e Funktion u(x) làBt sich in eine absolut und 
gleichmaBig konvergente Reihe nach den so normierten und orthogonali- 
sierten Eigenfunktionen <p k {x) entwickeln: 


( 7 ’ 9 ) 


< 7 * 10 ) 


u ( x ) = 27 c * ?*(*)• 



Ergebnisse der Integralgleichungen. 


107 


wobei die Entwicklungskoeffizienten c k durch die Formel 

b 

(7*ii) c k — J u{x)<p k (x)dx 

a 

gegeben sind. 

Der ,,iterierte Kern“ K 2 (x, £) 

K 2 (x, {)= f K(x, q)K(q, Ç)dg 

a 

làBt sich in die in x und £ absolut und gleichmàBig konvergente Reihe ent- 
wickeln : 


k A k 

und es gilt 

<7'ï2) / K 2 (x, x)dx = ff [K{x,S)fdxdS — JJ * . 

a a a k A k 

Ist K(x> £) stetig und sind aile Eigenwerte Â k positiv oder nur endlich 
viele X k negativ, so gilt die absolut und gleichmàBig konvergente Entwick- 
lung (Satz von Mercer): 

K(x, = - ■ ** 


/ K(x, x)dx = JJ~. 


und 

^ ,, 

Die zu (77) gehorige inhomogene Integralgleiehung 

b 

< 7 * I 4 ) 9>( x ) =lfK(x, S)<p(£)dÇ +f(x) 


hat, sofern X kein Eigenwert ist, die eindeutig bestimmte Losung 

b 

(7-15) <p(x) =/(*)+ A J\k(x,£) + . 

a i l 

Hierbei konvergiert die unendliche Reihe gleichmàBig in x und £ für aile 
Werte von X, die keine Eigenwerte sind. 

Es gilt ferner der EinschlieBungssatz 1 ) : Ist v(x) eine stetige Funktion, 
liegt die Funktion 

(7-16) &(x) = - b - — V - X - 


x ) L. Collai z, Math. Z. 47 (1941) 395. 
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zwischen endlichen Grenzen <2> min und $ max , und hat 0 ein testes Vorzeichen, 
so schlieBen # inin und # max mindestens einen Eigenwert X k ein: 

(7' J 7) ^mln ^ ^m«x • 

Die Eigenwerte lassen sich durch Variationsprinzipien festlegen. Der 
n- te positive Eigenwert (sofern er existiert) ist bestimmt durch 

T b 

(7*i 8) — = Max J J K(x, Ç)w(x)w{Ç)dx dÇ , 

« o a 

wobei w>(x) den Bereich aller quadratisch integrablen Funktionen durch- 
làuft 1 ), die den Nebenbedingungen 

b b 

(7-19) Jw 2 (x)dx — 1, jw(p i dx = 0 (i — 1, 2, . . n— I) 

u a 

genügen; dabei ist ç>- die t-te Eigenfunktion des oben genannten Ortho- 
normalsystems. 

7-3. Anwendung auf die Eingliedklasse. Wir wenden nun diese Sàtze 
an auf die aus der Eingliedklasse in 7-1 hervorgegangene Integralgleichung 
(7-4). Der Kern (7-3) ist reell, stetig, symmetrisch und erfüllt also aile in 
der beschriebenen Théorie geforderten Voraussetzungen. Die Théorie liefert 
die Realitàt der Eigenwerte in Überein&timmung mit dem Satz in 4-7; die 
Orthogonalitàtsbeziehung (7-9) geht bei Einführung der Eigenfunktionen y k 
des Differentialgleichungsproblems mit Hilfe von (7*2 )<p i (x) = ^ g n {x) y\ n) (x) 
über in 

(7' 2 °) f ff„(z)2/i n> (z)i/l n> (x)dz= o für A< =|=A t 

in Übereinstimmung mit (4*15); die Formeln (7-12) und (7-13) besagen, 
wenn die Zusatzvoraussetzungen (7-5) erfüllt sind, 


<7*2I) 


\~^F-LM x)dx ’ 

a 

ÎJJi =JJ 


wobei die erste Formel nur dann bewiesen ist, wenn hôchstens endlich viele 
négative X k auftreten [vgl. hierzu Gî. (8*2), dann existieren keine negativen 
Eigenwerte] . 


*) ( 7 * i8 )> (7 * t 9) gilt auch, wenn tv(x) nur den Bereich der stetigen oder stück- 
weise stetigen Funktionen durchlâuft, R. Courant -D. Hilbert, Meth. d. math. 
Physik, Bd. I, 2. Aufl., Berlin 1931, S. I04ff. 
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Bei der Anwendung des Entwicklungssatzes (7-10), (7*11) erhebt sich 
die Frage, welche Funktionen u(x) quellenmâÛig darstellbar sind. Wir 
machen dazu die in (7-5) getroffenen Voraussetzungen : es môgen unter den 
Randbedingungen U ^ [y] =0 die Bedingungen 

(7'22) y (a) — y' (a) = ••• = ^ n ~ n {a) = y {b) = y' (b) = • • • = = o 

vorkommen, es gelte 3» < 2m — I und A = o sei kein Eigenwert. Es sei 
mm w(x) eine beliebige Vergleichsfunktion. Durch M [ w ] = <p(x) ist dann 
eine Funktion cp(x) festlegbar, und es gilt nach (5-4) 

b 

w(x) = J G{x , Ç)(p{Ç)dÇ . 


Da G(x, £) die Randbedingungen (7*22) erfüllt, erhiilt man durch n-malige 
Teilintegration 




wobei &(x) eine Funktion ist, die der Gleichung = ( — i) n çp{x) genügt. 
Es ist wieder w-malige Différentiation unter dem Integralzeichen eiiaùbt: 

.inw. 




Nach (7-3) folgt daher 

b 

w^(x)-\g n (x) = f K(x,$)-p=LrdÇ, 

■J 

es ist also die Funktion u(x) — w^(x) \g n (x) mittels der stetigen Funu- 

tion v(Ç) = - quellenrnaBig dargestellt und daher in eine Reihe nach 

lOntë) 

den Eigenfunktionen (7*2) 

<pM) = \ / g n (x)y[ n) (x) 

entwickelbar : 

vt n) {*>=£ C*î4 ,, (*)- 

k - 1 

Diese Reihe konvergiert absolut und gleichmaBig. Durch n-malige glied- 
weisè Intégration von a bis x ergibt sich, daB sich jede Vergleichsfunktion in 
eine Reihe nach den Eigenfunktionen y k {x) entwickeln laBt [Integrations- 
konstanten fallen wegen der Randbedingungen (7*22) fort]: 

ç» 

W(x) = 2 Jc k y k {x) 

jfc-1 


( 7 ' 23 ) 
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-und daû diese Reihe gliedweise n-mal differenziert werden darf. Der gleiche 
Entwicklungssatz wird in lô*5 auf anderem Wege (ohne Integralgleichiingen) 
bewiesen; dort ergibt sich, dafi die Reihe (7*23) sogar (m — i)-mal glied- 
weise differenziert werden darf. 

Trotz der Eleganz und groÛen Durchsiehtigkeit der Integralgleichungs- 
methoden gehen wir hier nicht weiter auf sie ein, weil sie nur bis zu den 
Problemen der Eingliedklasse reichen und die allgemeinen Eigenwert- 
probleme auf die Integrodifîerentialgleichungen (7-1) führen, die man mathe- 
matisch noch zu wenig beherrscht. 

74. Integralgleichungen und partielle Diüerentialgleichungen. Nicht 
nur bei den gewôhnlichen Differentialgleichungen (bei denen allerdings die 
Théorie der Integralgleichungen nicht ganz so weit reicht wie die direkte 
in § 4, 5, 8, 12 dargestellte Théorie der Differentialgleichungen), sondem 
namentlich bei partiellen Differentialgleichungen leisten die Integralglei- 
chungen nützliche Dienste. Es ist einer der grofien Vorzüge der Intégral - 
gleichungstheorie, daÛ sie genau so für mehrere unabhângige Veranderliche 
x ,y r . . . gilt wie für nur eine Veranderliche x ; z. B. hat man bei zwei unab- 
hangigen Veranderlichen x , y lediglich an Stelle der Intégration über das 
Grundintervall (a, b) jeweils über ein Grundgebiet B in der x-y - Ebene zu 
integrieren. Wir skizzieren die Anwendung auf die spezielle in 6*2 genannte 
Klasse von Eigenwertproblemen der partiellen Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung (6-6) 

M [2] = — ( pz x ) x — ( V z y )y + <l z = À.Qo z in dortigen Bereich B 
mit der Randbedingung (6-7) 

a z + (lz n = 0 auf dem Rande T*. 

Wir nehmen wieder wie in 6*4 an, es existiere eine GKEENsche Funktion 
G(x, y , f, Y]), mit der das Randwertproblem (6-II), (67) in der Lôsungs- 
formel (6-12) gelôst werden kann. Für eine Eigenfunktion z(x, y) ist (6*11) 
mit 99 = Xg Q z erfüllt, dann ergibt die Lôsungsformel (6*12) 
z(x, y)=Xff G(x , y; f, rj){/ 0 (£, i})z(£, r))d$ drj . 

Setzt man also (g^ war als positiv vorausgesetzt) 

(7-24) K(x, y; rj) = 0 (x, y; f, rj) • Vÿ 0 (*> y) ' % (f . V) 

und (95 jetzt in anderer Bedeutung als in (6*11)) 

(7-25) 9 (*. y) = z (*. y) (*> y) , 

so ist <p Eigenfunktion der homogenen Integralgleichung zweiter Art : 

<p(x, y)=xfj K(x, y, Ç,r])<p(t,ri)dZdri. 

a 
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Der Kern K (x, y ; £,rj) erfüllt nun die in 7-2 genannten V oraussetzungen ; 
er ist reell und symmetrisch, da die Green ache Funktion nach (6-i6) sym- 
metrisch ist. Weiter ist er zwar weder stetig noch beschrànkt, weil die 
GREENsche Funktion eine logarithmische Singularitât besitzt, aber er ist 
quadratisch integrabel, denn wegen der Gestalt (6*15) der GREENschen 
Funktion kann man schreiben 

(7*26) K(x , y; £, rj) = A(x, y\ £,rj) ln r -f B(x, y\ Ç } rj) 

mit 

r = V(x— S ) 2 + (y — r/)*. 

A und B siyid dabei stetige Funktionen, die sogar stetige partielle Ablei- 
tungen z weiter Ordnung besitzen, wenn g 0 (x , y) sie besitzt. 

Bildet man nâmlich 

/ fK(x, y ; Ç,rj)dxdy , 

V 

so stôrt die Singularitât bei x — £, y — r) nicht. Denn führt man Polar 
koordinaten ein : 

x = f -f Q cos $ > 
y = rj -f g sin § , 


so wird dxdy = Qdgdê, und das über einen kleinen Kreis vom Radius r 
um den Punkte x = f , y — rj erstreckte Intégral f J Kdxdy liefert für hin- 
reichend kleines r einen beliebig kleinen Beitrag, da r ln r gegen Null 
strebt für r -> O. Auch r (ln r) 2 strebt gegen Null für r -> O, d. h. aile in 
der Voraussetzung 2 von 7*2 genannten Intégrale existieren und sind be- 
schrânkt. Schliefîlich sieht man leicht, daÛ der Kern K(x, y \ tj,rj) eine 
mittlere Stetigkeit hat. Da die Summe zweier Kerne mit mittlerer Stetig- 
keit wieder ein Kern mit mittlerer Stetigkeit ist 1 ), genügt es, die mittlere 
Stetigkeit für den Anteil A (x, y \ f, rj) ln r des Kernes K (7- 26) zu prüfen. 
Bei Bildung des Intégrais (7*8) schneide man von dem Gebiete B einen 
kleinen Kreis vom Radius r um den Punkt x = £, y — rj aus ; der Punkt 


x ) Besitzen die Kerne K(x, £) und K*(x, £) die mittlere Stetigkeit, d. h. ist (7*8) 
für sie erfüllt, so ist (7*8) auch für den Kern S{x, £) ~ K + K* erfüllt; denn es ist 
b 

lim J £)]*<*£ 

x x -+x a b 

- lim A -f lim à* 2 lim J [A(z, $) — K(x ly £)] [**(*, D - K*(x lt D] d £ 
x x -*x x x -+x x x -*x a 

mit. 


A = j[K(x, D - K( Xl , £)] 2 d£; A+=) [K*(x, £) - K+{x lt £)]*<*£ . 

a a 

Nach Voraussetzung gehen A und A* gegen Null für Xl -+x, und der dritte Aus- 
druck auf der rechten Seite kann dem Betrage nach mit Hilfe der ScHWARZSchen 
Ungleichung abgeschâtzt werden durch j/zl • A geht also ebenfalls gegen NulL 
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x lt y l liege bereits in diesem Kreisgebiet. Der Beitrag dieses Kreisgebietes 
geht wieder gegen Null für r -* o, weil r (ln r ) 2 o strebt für r -> O . 

Der Kern K(x, y; f , ??) von (7*26) erfüllt mithin aile Voraussetzungen 
zur Anwendung der Théorie der Integralgleichungen. Damit ist znnâchst 
die Existenz mindestens eines Eigenwertes und die Realitat sâmtlicher vor- 
handener Eigenwerte gezeigt. Die Orthogonalitàtsbeziehung (7*9) geht 
wegen (7*25) über in 

(7-27) / f g 0 z ,z k dxdy = o für =M t . 

0 

Der Entwicklungssatz (7*10), (7*11) ergibt die Entwicklung einer belie- 
bigen, der Randbedingung (67) genügenden und stetige partielle Ableitungen 
bis zur zweiten Ordnung einschlieBlich besitzenden Funktion u(x, y) nach den 
Eigenfunktionen. We itéré Anwendungen der Théorie der Integralgleichun- 
gen auf partielle Differentialgleichungen werden in il *2 und 14*1 besprochen. 

Auch bei den anderen in 6*5 genannten Typen von Eigenwertproblemen 
bei partiellen Differentialgleichungen sind die Singularitaten der GREEN - 
schen Funktion und damit des Kernes der zugehôrigen Integralgleichung 
nicht stôrend, man erkennt leicht die in der Voraussetzung 2 von 7-2 ge- 
nannten Intégrale als existierend und beschrankt. Die Théorie der Integral- 
gleichungen hat somit sehr weitreichende Anwendungsmoglichkeiten ; wir 
gehen jedoch nicht genauer darauf ein, da schon die Frage nach der Existenz 
der GREENschen Funktion, vvie bereits in 6*4 gesagt, über den Rahmen 
dieses Bandchens hinausgeht. 

7*5. Eingliedklasse und Volterrasche Integralgleichungen. Integral- 
gleichungen der Gestalt 

(7*28) <p{x) = f{x) +Àf K(x,()ç>(£)dJ;, 

bei denen also die obéré Grenze beim Integra! die Veriinderliche x ist, heifîen 
VoLTERRAsche Integralgleichungen zweiter Art, und zwar für f(x) :!: o in- 
homogene, für f(x) == 0 homogène Gleichungen. Man kann eine beliebige 
gewôhnliche lineare Differentialgleichung k-tev Ordnung L[y] = r(x) durch 
den Ansatz 



j/ w (a:)=9 p(x), y (t n (x) = c 0 + j <p(£)d£ , 


<7-29) 

(x) = c, -)- c 0 x + / V X — i)(p(S)d£ , 

X 0 



X 

y^~V (x ) ^ (P = °.I. • 

. le — I) 
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mit c 0 , c x , . . c k _ 1 , x 0 als Konstanten unmittelbar in eine VoLTERRASche 
Integralgleichung zweiter Art überführen; wendet man diese Méthode auf 
Eigenwertprobleme 

( 7 ' 3 °) M[y] — XN[y] 

an, so tritt der Eigenwert A im allgemeinen in der VÔLTERRAschen Integral- 
gleichung an verschiedenen Stellen und nicht nur einfach als Faktor wie 
in (7-28) auf. 

Man kann bei Problemen der Eingliedklasse jedoch auf eine etwas andere 
Art eine VoLTERRASche Integralgleichung auf stellen, bei der der Eigen- 
wert A genau wie in (7-28) als Faktor beim Intégral auf tritt und sonst nicht. 
Die Aufstellüng der Integralgleichung knüpft an das Verfahren der Varia- 
tion der Konstanten zur Gewinnung eines speziellen Intégrais der inhomo- 
genen Differentialgleichung 
(7-31) M[y] = r{x) 

an. Es sei z lt z 2 , . . z k ein Fundamentalsystern, also k voneinander unab- 
hiingige Losungen von M[y] = O, und es sei p k {x) der Koeffizient 1 ) der 
hochsten Ableitung y {k) (x). Eine Lôsung von (7*31) setzt man dann be- 
.kanntlich 2 ) in der Form an: 

k 

( 7 ' 3 2 ) y = S y,( x ) z J x ) ■ 

i- 1 

Führt man y\(x) = C^x) ein, so werden die C^x) aus den Gieichungen be- 
stimmt : 


( 7 * 33 ) 


27m*)c,(*)=o, 

i-l 

k 

S z'i(x)C i (x)=o, 

i = 1 


M = o, 


Dieses Gleichungssystem hat eine eindeutig bestiinmte Losung, da die 
Déterminante als WRONSKische Déterminante des Fundamentalsystems 


*) In (4*5), (4*6) war der Koeffizient der hochsten Ableitung mit ( — i) m f m (x) be- 
zeichnet worden. Wir schreiben hier p%(x), weil die Überlegungen dieser Nummer 
nicht nur für die selbstadjungierten Ausdrücke der Form (4*5), (4*6), sondern sogar 
für die Differentialausdrücke der Form (5*1) gelten. 

*) Vgl. z. B. J. Horx, Gewôhnliche Differentialgleichungen, 2. Aufl. Berlin u. 
Leipzig 1927, S. 67 fi. 
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z { (x) nicht verschwindet Zufolge dieser Gleichungen folgt durch fort- 
gesetzte Différentiation aus (7*32) 

î/' ) (*)=i7 (* = i. 2, • • -, k— I) 

(7-34) 

^(x)=^ y , (2 ),rv)+^ 

und beim Einsetzen des Ansatzes (7*32) in die Differentialgleichung (7*31) 
ergibt sich wegen M [zj = O sofort M[y] = r(x), d. h. y(x) ist ein Intégral 
von (7*31). Bezeichnet man die Losung des Gleichungssystems (7-33) in» 
Falle r — I mit D^x), so ist C^x) = r(x)D i {x) i wobei 2 ). (a?) von r(x) unab- 
hângig ist. Man kann daher die allgerneine Losung von (7-31) in der Ge- 
stalt schreiben: 

( 7 - 35 ) y(x)=£c i 2 i W + £z i {x) j D t {Ç)r(i)d$. 

i - 1 i ~ 1 a 

Dabei sind die c 1 , c 2 , . . . , c k willkürliche Konstanten. 

Man darf in den Gleichungen (7*33), abgesehen von der letzten Gleichung, 
die C^x) durch die D { {x) ersetzen. Die Gleichungen stimmen dann über- 
ein mit den in (5*9), (5-10) für die Grôfien b^x) aufgestellten Gleichungen. 
Man schlieÛt daher, genau wie im Zusatz von 5*3, durch fortgesetztes Diffe- 
renzieren 1 ) der Gleichungen (7*33) auf 

k 

(7-36) ép (x) • Itp (x) = 0 für p v <* Je 2. 

>-1 

Wir wenden nu n die Losungsformel (7-35) an auf eine Eigenwert- 
gleichung der Eingliedklasse oder etwas alîgemeiner auf eine Gleichung 
der Gestalt 

( 7 - 37 ) M [»] = 

mit p -f- q <* Je — 2, wobei qX%) sowohl 2>-mal als auch ç-mal stetig differen- 
zierbar sei. 

Es folgt als allgerneine Losung dieser Gleichung : 

(7-38) y(x) cftix) + X jè s, (x) /),({) bfàf'H&P'dS . 

I ! - 1 a i \ 

Bei Teilintegration lautet das Intégral der rechten Seite 




/ (*)»;<?) ts r (f)y ( " > (^)3 (,_l) 

% 1^1 


dS. 


1 ) Hier wird gebraucht, daÛ die Z^(£) stetrge Ableitungen bis zur ( k — 2)-tcn 
Ordnung besitzen. Es ist dazu wôrtlich dasselbe wie in Fuûnote 1, S. 79 über die 
6 f (£) zu sagen. 
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Der Randausdruck verschwindet ftir | — x wegen (7-36) und ist fur 
£ = a eine Linearkombination aus den z f .(.r), kann also zur ersten Summe 
in (7*38) hinzugeschlagen werden. Somit ist, vvenn vvir für die neuen Kon- 
stanten c ; l schreiben, 

y{x) = £ c . -ïfè *,(*)^(f)to(0»°’ > ({)] <, " 1) «. 

j'-l « i-1 

Durch weitere q — I T ei lintegrationen folgt genau so 

A .r k 

y(x)=ZJ'ï. q ti(*) - m-do f 2 z i{*)D? } i&ins)iP\i)dS- 

i -1 a » - 1 

Unter Beachtung, daB nacli (7*36) 

2; f ^ ÿ]' = ? X 1 D f V) 4 - s' U />!” = O 

I - 1 » - 1 I - 1. 

ist und ebenso 

1 - 1 

usw., folgt durch nochmalige p Teilintegrationen, wenn wir die Konstanten 
wieder einfach mit c, bezeichnen, für y(x) die inhomogene VoLTERBAsche 
Integralgleichung zweiter .Art: 

(7*39) 2 /(*) = S e M x ) + (— I )*’ 

i t a i =-- 1 

Eine solche J ntegralgleichung laBt sich auf folgende Weise behandeln, was 
hier als ein (iibrigens leicht beweisbares) Ergebnis aus der Théorie ohne 
Beweis angegeben sei 1 ). Bei beschranktem stetigem Kern K , etwa 

\K(x,£)\<>C für 

existiert die Losung <p{x) der inhomogenen Gleichung (7-28) ; sie ist durch 
(7*28) eindeutig festgelegt und kann nach déni Verfahren der schrittweisen 
Naherungen gefunden werden : Ist y Q {x) eine willkürliche intégrable Funk- 
tion, so konvergieren die durch 

(7-40) ÿ„ +L '(*) =/(*).+ A / K (JC, (» = o, 1 , 2, . . .) 

a 

festgelegten Funktionen y n (x ) im Intervall a, b gleichmaBig gegen die 
Losung <p{x). 

Bei der vorgelegten Gleichung (7-39) ist die Lage etwas anders, denn die 
Konstanten und X sind noch unbekannt. Man kann trotzdem das durch 
(7*40) gegebene Verfahren der schrittweisen Naherungen verwenden, und 


9 G. Hamel, Integralgleichungen, Berlin 1937, S. 32. 
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zwar in folgender Weise (wobei allerdings über die Konvergenz des Ver- 
fahrens keine Aussagen gemacht weiden) : Man geht von einer willkürlich 
gewàhlten, die vorgegebenen Randbedingungen nach Môglichkeit bereits 
erfüllenden ‘Funktion y 0 {x) aus und bestimmt die bei der Berechnung wei- 
terer -r 1 noch frei wàhlbaren Konstanten c i und die GroÛe A, die man 
daiin als Nàherungswert für einen Eigenwert ansieht, derart, daB y ni _ i die 
Randbedingungen erfüllt und von gleicher Grôûenordnung wie y n wird. 
Ein Faktor ist ja bei y n+1 noch frei, und man benutzt dann irgendeine Nor- 
mierungsbedingung, wie etwa y n (x 0 ) — y n+1 {x 0 ) oder y' n (x 0 ) = 2/U îW • 
Für Einzelheiten vgl. das folgende Beispiel. 


7*6. Beispiel. Die Biegeschwingungen eines einseitig eingespannten, am anderen 
Ende freien Stabes von konstantem Querschnitt und der Lange l — i führen nach 
2*3 ( Abb. 2*5, Nr. i) auf das Eigenwertproblem 

y IV = Ây; y( o) = y'(o) = y"( i) = y'"{ i) = o . 


Nach (7*29) mit k = 4, p — 3 kann man sofort eine zugehôrige VoLTERRASche 
Integralgleicbung anschreiben: 


y{x) = Z c q xC 
e - 0 


■/ 


(*-£) 3 

3Î 


y(£)dç . 


Die Randbedingungen y( o) =■ y'(°) — o verlangen c 0 — ^ — o, die anderen beiden 
Randbedingungen lassen sich nicht ohne weiteres in den c 2 , c 3 ausdrücken. 

Zur Lôsung der Integralgleichung nach dem Iterationsverfahren der Gleichung 
(7*4°) gehen wir von einer aile Randbedingungen erfüllenden Funktion y 0 (x) aus: 


y 0 (x) = 6 a: 2 — 4 a: 3 -f a: 4 , 

und erhalten 

*< x) = + c »* a + A (s5--n5+igss) ■ 

Der Faktor von A kann hierbei durch viermalige Intégration von y 0 ( x) unmittelbar 
hingeschrieben werden, z. B wird aus 6x 2 : 

6a4 a: 6 

3 .4 .5 .6 “60 * 


Nun soll y x ^x) ebenfalls die Randbedingungen erfüllen. Ein noch freier Faktor 
bei wird nach der Vorschrift am Schlusse von 7*5 so festgelegt, daû y 0 und y x 

von gleicher Grôûenordnung sind; am einfachsten fordert man y 0 { 1) = ^(i). Aus 
den drei Gleichungen 

y[ (1) = 2 Cjj 4 - 6c a + y = o, yi"( 1) = 6 c, + y = o» 


erhàlt man 


î/oD) — Vi( I ) — 3 c z H 
312 „ 144 


80 


* 59 * 59 

an Stelle des exakten Wertes A = 12,362 . 


, 720 

A — — = 12,2034 
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Einen besseren Nâherungswert erhâlt man bei Ausführung eines weiteren Ite- 
rationsschrittes. Da eiiï konstanter Faktor bei y l frei ist, setzen wir unter Fortlassen 
24 

des Faktors — 

59 6 7 

Vl (x) = 13a; 2 — 6 x 3 + - - ■ 

2 7 56 

Dnnn wird 


y a (*) = c 2 x 2 + c 3 ar 3 -f 


45 


(13 a: 6 gx 7 
~8 28' 


+ 


224 


112 112 • 132 


) 


Aus den drei linearen Gleichungen y'% (1) = 
man für die Unbekannten c 2 , c 3 , A die Werte 


- Vi(*Y— 2/2(1) =•-■ 0 erhalt 


661 


A, 


-il;.. 


- 


I48680 


.2,3581 (Fehler — 0,03%) l ). 

030 * 27 1203 1 v 0 101 ' 

7*7. Asymptotische Verteilung der Eigenwerte. Mit Hilfe einer Vol- 
TERRAschen Integralgleichung (7*51) làBt sich die asymptotische Vertei- 
lung der Eigenwerte bei der Differentialgleiehung zweiter Ordnung 


(7-41) — (fi»'Y +Joy — h 0 y 

und den STURMschen Randbedingungen 

| «!»'(<*) + e 2 ÿ(a)=o 

' 42 l«sÿ'(6) + « 4 2/( 6 ) =0 

bestimmen ). Es sei f x > o, g 0 > 0, , / 0 , g 0 stetig, und g Q zweimal stetig 

differenzierbar. Es wird zunâchst die Differentialgleiehung (7-41) durch 
Einführung neuer Verânderlicher auf eine einfachere Gestalt gebracht 
durch eine auch bei anderen Untersuchungen oft mit Vorteil benutzte 
Transformation. Es wird durch 


.T 

(7-43) z = z(x) = ^j^^dx 

a 

eine neue unabhangige Veranderliche 2 und durch 
<7-44) u — 0 • y mit 0 = (<?„/,)! 

eine neue abhangige Veranderliche u eingeführt. K ist eine spater noch fest- 
zulegende Konstante. Diese Transformation wird hier der Kürze halberfertig 
angegeben, sie lieBe sich natlirlich auch mit beliebigen Funktionen G und z(x) 
durchrechnen ; aus der Forderung, daB die Differentialgleiehung die ein- 
fache Bauart (7-45) erhalten soll, kônnte man dann G und z(x) ermitteln. 


1 ) Der „Fehler“ einer Nàherung £ für die ,,wahre GrôBe“ x wird in der Lite- 
ratur leider verachieden eingeführt, als £ — x, x — £ oder |£ — a; J. Wir definieren 
ihn hier im AnschluÛ an F. Kohlrausch, Praktische Ph^sik, Bd. I, Le:pzig u. 
Berlin 1943, S. 12 als £ — x, eo daB also gilt : Nâherungswert = wahrer Wert -f Fehler 
und: wahrer Wert = Nâherungswert -f* „Berichtigung“. Piozentuale Fehlerangaben 
beziehen sich auf Prozente das wahren Wertes. 

2 ) E. L. Ince, Ordinary Differential Equations, London 1927, S. 270 — 273. 
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Aus (7-43) und (7-44) folgt 

dz 9 0 1 J® 2 

d x ~~ K \ f l J ~~ K j\ 


- il JL = zlLil l \ - 

d x dz\G)d 


IJL' \< 1 ± = 

\G J d x 


1 du u d G 1 1 6 2 
G dz © 2 d z I À' f 1 


K fi V 1 * 




U1 '" K dz\dz dz\dx~~ K*\dz- 

Die Differentialgleichung (7*41) geht damit liber in 

(7*45) 4^ -f M 2 — 5(B ] u o 


/L 2 = AU; g( 2 ) = -1- ^ 4- A 2 i ü • 

6) r/2 2 1 gr 0 

Die Konstante A htingt mit der Lange des neuen Grundintervalla zus&nirnen ; 
diese wird gleich n für 

b 

(7-46) K =± fy *. ds . 


Die Randbedingungen (7*42) gehen in die entsprechend gebauten 

<7-47) |‘î(9, + «î«W = ->. 

über. Es sei zunachst c* 4= O : cj 4=0; dann la£t sicli (7*47) in der 
Form 

(7- 4 8) fs),. " 

(7*49) ^Tz)n ^ Hu ^ 0 

schreiben Ein noch freier Falitor bei u{z) kann difrch die Anfangsbedin- 


gungen 

(7-50) u (o)=i, (£) # «* 

festgelegt werden 1 ), dann ist (7*48) erfüllt. Die Liisung von (7*45) laüt sicli 
nun nach dem in 7-5 beschriebenen Verfahren der Variation der Konstanten 

ri 2 u 

sofort angeben. Setzt man in (7*31) M [y] — 4- A 2 u\ r(z ) = q(z) • u(z) , 

nnd als Fimdamentalsystem w 2 = .sin.4s, so liefert die Lo- 

sungsformel (7-35) 

Z 

u{z) ~A cosylz-f- BAnAz-\- J sin (A {z — t))q{t) u{t)dt . 

0 

4 u( o) kann nicht o sein, da sonst naeli (7*48) auch w'(°) -- o und damit 
u(x) ss o ware als Lôsung von (7*45) mit den Anfangsbedingungen u ~ o. 
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B a B diese Funktion tatsiichlich die Differentialgleichung v 7 * 45 ) erfüllt , be- 
stiitigt man leicht durch Einsetzen in (7*45). Die Integrationskonstanten 

A, B ergeben sich a us den Anfangsbedingungen (7*50) zu A I, B — ^ . 
Soinit lautet die VoLTERRAsche Integralgleichung fur u(z) 

(7-51) u(z) = cos Az -|- -j sin Az ~|- f sin (A ( 2 — £)) q (t) u ( t)dt . 

• r> 

Bie Lôsung u{z) des Anfangswertproblems (7*45), ( 7 * 5 °) ist im Inter- 
vall ü <£ 2 <^n bei gegebenem A eindeutig festgelegt und stetig; es sei M 
der Maximalbetrag von u(z) in diesem Intervall, der an der St elle z ~ z 1 
angenoinmen werde. Dann folgt mit 

Q= I \g{t)\dt 
b 

durch Abschatzung des Intégrais in (7*51) fur M die Ungleichung 
|«(*i)| = M <, jcos/lz! + ■* sin TlZjj + _ p| Q ■ 

Die Funktion cos A z -f- h sin A z stellt in 2 eine Schwingung mit der Ampli - 


dar; man bat daher 


^ +4* 


\A\>Q. 


M ist also für aile \A\ > Q und damit tiberhaupt fur aile reellen /1 beschrànkt- : 

M ^ M x . 

M 1 und im folgenden M 2 , M z , . . . bedeuten von A unabhangige Konstan- 
ten. Damit folgt aus (7’5i) 

= — A sin A 71 + a 2 mit \ a 2\z*M 2 ; 

wegen \u{ti) | M 1 ergibt die zweite Randbedingung ( 7 * 49 ) 

(7-52) sin An — mit |a 3 | <>M 2 . 

Bie Nullstellen A = A n dieser transzendenten Gleichung, die zugleich 
die Eigenwerte von (7*45), ( 7 * 47 ) sind, unterscheiden sich fÿj groBe A 
beliebig wenig von den Nullstellen der Gleichung sin A n = 0 ; man 
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sieht leicht (Abb. 7*1, die Kurve für — inufi in dem schraffierten Gebiet 
verlaufen) 

/l = ”+« mit i°ll ^ M 4 

es ist hiermit noch nicht bewiesen, daB die Zahl n -j- ~ gerade der n-te 

Eigenwert A n ist, es konnte auch z. B. der ( n l)-te oder (n — i)*te Eigen- 
wert sein, oder es konnten auch mehrere Nullstellen von (7*52) bei n liegen. 
(Die letztgenannte Môglichkeit laBt sich allerdings für groBe n ausschlieBen, 
indem man zeigt, daB die Steigung von rr ® beliebig klein wird für A -> 00 .) 

Im bisher ausgeschlossenen Fall, 
daB c* oder c* verschwinden, liefern 
die entsprechenden Überlegungen 1 ) : 

für cf = c? = o : A = n + 
mit |a 5 | <; M b 

und wenn genau eines der beiden c* 
Abb. 7* 1 . Zur asymptotischen Verteilüng verschwindet : 

der Eigenwerte. A=n+ ± + u S mit \a,\<.M,. 

Die GroBeu «■ lassen sich formelmaBig angebfcn und abschatzen, inan kann 
dadurch genauere asymptotische Formeln aufstellen 2 ). 

Setzt man mit A 2 — K 2 k für K den Wert (7* 46) ein, so erhalt man zu- 
sammenfassend den 

Satz: Es sei k n der n-te Eigenwert des Problems (7*41 ), (7*42) mit den ein - 
gangs über f ly / 0 , g Q getroffenen Voraussetzungen. Dann gilt das Gesetz der 
asymptotischen Verteilung der Eigenwerte 



Die GrôBenordnung der Eigenwerte hüngt also gar nicht von den in den 
Randbedingungen (7-4 2) auftretenden Koeffizienten c v ab. 

7-8. Vennischte Übungsauîgaben zum zweiten Kapitel. 1. Weitere Bei- 
spiele für nicht normale Eigenwert verteilungen. Man iôse folgende nicht selbst- 
adjungierte Eigcnwertprobleme (Aufstellung aller Eigenwerte k k mit den zugehôiigèn 
Eigenfunktionen y%): 

x ) Vgl. E. Kamke, Differentialgleichungen, Lôsungsmethoden und Lôsungen, 
S. 213. 

*) E. L. Ince, a. a. O. 
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a) y" = A y'', y{ o) = y (Z) = o. 

b) — y" = Ay; y(o) = y'(o) ** o. 

C ) _ y" ^ Ay; 2/(0) = y'(i) — Ay'(o) ** o. 

d) y IV = — /y"; y(o) = y" (o) = y"(i) •= y'"(i) - o. 

«?) y IV = — Ay"; y"(o) = y ,#, (o) - y"(i) = y"'(i) = o. 

Ldsungen : 

a) Nur komplexe Eigenwerte vorhanden: A* — — ; y* — e /i;C - i, 

(k — o, ±i, ±2, ± •• •). 

b) Kein Eigenwert vorhanden. 

c) Mit A — fc 2 erhâlt man für A: die transzendente Gleichung cos k - k 2 ; sie hat 
im Heellen zwei sich nur durch das Vorzeichen unterscheidende und auBerdem 
unendlich viele komplexe (und nicht rein imaginare) Wurzeln; es gibt also einen 
reellen positiven Eigenwert und unendlich viele komplexe Eigenwerte. Der positive 
Eigenwert ist A - 0,6792. 

Bei den Randbedingungen y( o) — y'(i) — Aay'(o) — o lautet die transzendente 
Gleichung cos k — a k 2 , und man kann dann bei Vorgabe einer beliebigen ganzen 
positiven Zahl r durch passende Wahl der Konstanten a erreichen, daB genau r 
reelle Eigenwerte vorhanden sind. 

d) Nur ein einfacher Eigenwert vorhanden: A x — o, mit y x — x. 

e) Nur ein Eigenwert vorhanden, der doppelt z\hlt: A 1)2 = o mit y x -- 1 , y 2 ~ x. 

2. Man konstruiere die GREENsche Funktion G(x,.£) zu dem Randwert- 
problem 

£[ÿ] =, ÿ lV + p y" =, i-(jr) 

mit den Randbedingungen 

y(o) = y'(o) = y(i) — y'(i) ~ o , 

Dies ist zugleich ein Beispiel für eine GREENsche Rcsolvente, wenn man k 2 --- A. 
setzt. Zur Kontrolle berechne man 
1 

J G{x, Ç)d£ — h{x) 

0 

und überzeuge sich, daB h(x) das Randwertproblem für r 1 lost. 

Ausrechnnng nach dem in 5*3 angegebenen Verfahren: 

Ein Fundamentalsystem von L[y] o bilden die Funktionen 

z i — 1 , z 2 — x, z z — sin kx y z A = cos kx . 

Die Gleichungen (5*9), (5*10) für die b j lauten hier 

61 -f -f 63 sin kÇ -f 6 4 cos k$ — o 
b 2 4- cos k$ — kb t sin kç — o, 

— k 2 b z sin kç — k 2 b x cos k$ — o, 

— fc 3 6 3 cos kÇ -|- A 3 6 4 sin = — 
und ha ben die Lôsung 

6, — -4-., fc 2 — = — Wcos b, —sin A*£. 

1 2 k 2 2 2 & 2 4 2/fc 3 J 2 A ,s 
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Jetzt ist noch das Gleichungssystem (5*12) fiir die fl,- aufzulôscn. Es lautet 

fli A- * 4 “ fl 4 ~h ^4 ~ °' 
fl 2 H - b 2 H - A(w 3 4 ~ ^3) o, 

«1 — b x 4 ~ a 2 — b 2 — (« 3 — fr 3 ) sin A: -J- (« 4 — 6 4 ) cos A: o, 

« a — 6 2 + A' (r/3 — 6 3 ) cos A — À (r/j - b 4 ) sin b o 

und bat nur eine Losung, wenn die Déterminante 

J) ----- k (2 ■ — 2 cos A -■ k sin A’) 4 o 

ist. Der Kürze halber schreiben wir sin k - s und cos k c. Daim ergcben sich fiir 
die fl,- die Werte 

l)a x — bjAr'-s f 2 & 2 (s — Ac) -f- 2 b 9 k(s — Ar) -f 2 b i k(ks -f r — 1), 

Dfl 2 - -- ib l k 2 s — ?> 2 A 2 s 4 ' 2?/ 3 A 2 (r 1) - 2& 4 A 2 a\ 

Da 3 - - 2b l ks zb. 2 (ks -j- c 1) 4 ^ 3 A 2 « -f 2b x k.s, 

Da x 2 b x k{ n r i) 4 - zb 2 (kc — s) 4 " 2 b. i k{k c — .s) ' b 4 k 2 s. 

Die GREENschc Funktion kann nun mit Hilfe der fl t - und b x nach (5*8) unmittel- 
bar angegeben werden. Setzt man in don a* die Werte fiir die ein, so erhàlt man 
nach Ordnen und Zusammenfassen der Glieder 

k ?DG{x,Ç) — ( kx — sin kx) \ — .$(A 4 — sin A 4 ) | (/; - 1 ) (1 4 - cos A 4 ) j- As) 1 ^ e 

4- (1 — cos A a:) [(1 — r) (A 4 -f sin A 4 ) 4~( Af —.s) ( 1 — cos A 4 ) — A -s sin A 4 ] J s ’ 

für x ;> 4 erhàlt man G(x,$) aus der Symmetrieformel G(x, 4 ) ~ G( 4 » x). Zur 
Kontrolle berechnet man 
1 

h(x) = J G(x , 4)d4 
0 

X 1 

— J 4 - J ~ — rg-rj [ADx 2 4- A(A -b Ac — 2 s) ( 1 — cos Ax) — D(kx — sin kx)]. 

0 X 2k 

Diese Funktion lôst tatsàchlich das Randwertprobiem fiir r == 1 . 

3. Man bestimme die GftEENsche Funktion G(x , 4 ) zu der Aufgabe 

L\y) = y VT ~ r(x), 

y(o) - y'(o) y"( o) ** y(i) - ?/(j) =- 2/"(i ) =- o. 

Ergebnis: 

G(x, «) = X -44 - )3 [io« - 5 *«< 3 $ + i) + x 2 (6 s « + 3 s 6 + 1)] 
fiir ’x <> 4 -’ für x 4 ' 4 erhàlt man fr(x, 4 ) du reh Vertauschung von x und 4 - 

4. Eigenwerte beliebig hoher Vielfachhcit. 

Ist A >■ o beliebig ganzzahlig vorgegeben, so kann man einen Eigenwert ).j der 
selbstadjungierten definiten Aufgabe 

d 2 z 6> 2 Z 

‘ J 2 4 - V— 2 — 'Z, 

cx z g y* 

z o auf dem Rande eines Quadrates der Seitenlànge n, angeben, der eine Viel- 
fachheit von mindestens A besitzt. 

Beweis: Sind die Seiten des Quadrates durcli die Gleichungen x = o, x = n, 
y = o, y = 71 gegeben, so gehôren die Eigenfunktionen 
z — sin m x • sin n y 

mit ganzzahligem ?». n zum Eigenwert A = ?. m n — m 2 4* w 2 . 



Vermischte Übungsaufgaben. 
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Nun benutzt nvan k voneinander versehiedene Punkte x lt y x ; x 2 , y 2 -, . . . ; Xf . , y ^ 
mit rationalen Koordinaten auf dem ersten Oktanten des Einheitskreiscs, also 

x'i 4 y'i — 1 , (i • 1,2 k) 


o < y { < 


Denkt man sich sàmtliche ik Bitiche x x , y x , . . . , y * auf dcn gemeinsamen 
Hauptnenner H gebraeht, so gehôren zum Eigenwert A -- R 2 die k voneinander 
linear unabhangigen Eigenfunktionen 

2 sin ( .Rx{X ) * sin {Ryiy) (i «■-. i , 2 , . . . , k). 


5. Zweifacher Eigenwert: Ber kleinste Eigenwert von 


yip) 


,IV 


9 TT* 

T 4 

?/'( o) - 


?/ - —ly" 

y(l.) y'(l) 


ist ein doppelter. Weïche Eigenfunktionen gehôren zu ihm ? 

Antwort: Zum Eigenwert , 

° . IO 71“ 

A=r - -p- 

gehôren 

. 71.X . $7ix . 71 X $SIX 

y x —■ 3 sin -y — sin — und ?/ £ — eos cos -j — . 

6. Nimmt in dem Eigenwertprobleïu — y" ?.g 0 (x)y; y(a) ~ y(b) - o die 
atetige Funktion g 0 (x) Tntervall « x <! b sowohl positive als auch négative 
Werte an, so existieren unendlich viole positive und unendlich viole négative Eigen- 
werto (Siehe FuBnote 3) von 8. 57). Man rechne als gesehlossen auswertbares 
Beispiel den Fall [in welchem allerdings die Voraussetzung der Stetigkeit von <7 0 (x) 
verletzt ist] 


a 1 , h t , 


g 0 (x) - sgn .r - 


I 


1 fiir — 1 < a;<o 
1 fiir o < x <,' 1 


dure h. 

Ergebnis: Sind • • • die positiven Wurzeln der. Gleichung tgjn + (£9/* — o 

(// 1 — 2,3650, /i 2 — 5,4978, F. Emde, Tafeln elementarer Funktionen 1940, S. 131). 
so sind die Eigenwerte A i durch ± .mit i — 1,2,... und die zugehôrigen Eigen- 
funktionen durch 


yM 


sin ÿ J,- Sin ( ['A, ( .t -|- 1 )) fiir x <0 
Siu sin ( 4 (‘ - *» für *>° 


gegeben. 

Abb. 7-2 zeigt die zu den ersten drei positiven und den ersten drei negativen 
Eigenwerten gehôrigen Eigonfunktioîien. 

7. Man gebe bei den Randbedingungen y( — 1) — y(i) — o die erste Eigen- 
funktion y x {x) und den ersten Eigenwert A, an fur die Differentialgleichung 
a) y" ~ A(i o — x 2 ) y. 


b) — y" 
e) — y" 

d) — y" 


A — ^ , 

5 — *“ 

; 

’ 3 y 3 X 2 _ a, 4 ’ 

; ( x + 5 ^ 2 )?/ 

4 + x 2 -a: 4 ' 



124 
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kp0 t) Lôsungen : 

r L 1 

r Î a ) Vx = € 4 (* — * 2 ); - * „ 

' =7 b ) 2/i =■ (5 — 6 z 2 4 - z 4 ); 

/ J— — ^<Tl 1 C) 2/! = 3 — 5* 4 + 2a: 8 ; 

r? j\ . 7 x--f Ta* , , 

/j = 6o. 

-Tt J n s — * • \ /f r d) ÿ, = 4 — 3 x 2 — 2 x‘ + *•; 

a d*’"" K*’ a ,/ 8 ' Es 9eien 

— H/ *" 

w ‘ die nach der GrôBe des absoluten 

Abb. 7-2. Zu — y" — A.(sgnx) y; «/(i 1) — o Betrages geordneten Wurzeln der 
gehôren unendlich viele positive und unendlich Gleichung 

viele négative Eigenwerte. a ) x . tgx — . 4 ; 

b) tgz + Ax ~ o. 

Man berechne fur A > o die Summc der reziproken Quadrate 


t-l 

Losung: Es sind x‘j — A$ die Eigenwerte des Problème — y" — A y mit den Rand- 
bedingungen 

a) y'{o) = o, y'(i) + Ay(i) - o; 

b) 2/(0) o, • A y'(i) + y(i) — o.. 

Da man zu diesen Problemen die GREENsche Funktion angeben kann (vgL 
Tafel IV), liefert Gl. (7*13) bzw. (7*21) unmittelbar als Summc der reziproken. 
Quadrate der Wurzeln 
bei a) 


VT 1 C A + 1 — A x 1,1 

£4 J 1 ix --2+A’ 

bei b) 

£i-/hA.h-}~znv 

In ïafel VI findet man als BeiRpiele die Ergebnisse fur einige Werte von A . 

9. Man rechne folgende Beispiele 1 ) von Eigenwertaufgaben nach, bei denen zu 
verschiedenen Eigenwerten gehôrige Eigenfunktionen sieh beliebig wenig vonein- 
ander unterscheiden. Es sei e eine frei, insbesondere beliebig klein wàhlbare Kon- 
stante. Die selbstadjungierte Aufgabe 


1 T 

2 + À ’ 


.. , e sm x 

-y ~ A — : y , 

1 + e sin x 


2/(o) - y{ 27 i), y'{ o) - y'{ 2 n) 


*) Die beiden Beispiele nannte mir Herr H. Wielandt. 
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bat für Ai = o die Eigenfunktion y x ~ 1 und für A 2 1 die Eigenfunktion 
Vz ~ î 4 ~ € sin a\ Das Problem gchôrt nicht in die von uns in § 4 betrachtete 
Problemklasse ; denn die Funktion g 0 wechaelt im Intervall p < x < >rr das Vor- 
zeichen und verletzt die in 4-2 gemaehte Voraussetzung gr n 4 o. 

Das Problem 

y jy -f y - — Mgiy'Y 

mit den Randbedingungen der Periodizitât o) — y( v \m) für v o, 1, 2, 3 

hat bei der komplexwertigen Funktion 34 — ^ e ~ ir für A, - — die Eigon- 

f: 1 7 

funktion ~ e lx und für A 2 - -- die Eigenfunktion y 2 =. é x -f ee 2 ** 

10. Stelle dem System 1 ) von Differentialgleichungen erster Ordnung für zwei 
Funktionen y(x), z{ x) 

d y 

h (*)y + lc(x)z 
dz 

dx T — ?M*)y - -à(x)z 

durch Elimination von z eine Differcntialgleichung 2. Ordnung für v/ gegenüber. 
Ergebnis: Man erhàlt mit A 2 — fi für y die Differcntialgleichung in der selbstadjun- 
gierten Form (4’5), (4*6) 



3. Kapitel. 

Kurzer Abrifi der mathematischen Théorie. 

In § 8 werden Minimaleigenschaften der Eigenwerte bevviesen. Dièse 
Eigenschaften sind die Grundlage für die in § 9 und in den Kapiteln IV 
und V dargestellten numerischen Verfahren. § 10 gibt einen Beweis für 
den Entwieklungssatz, dèr zur Zeit noch nicht in gleicher Allgeiueinheit 
bewiesen worden ist wie die Minimaleigenschaften, aber doch schon bis zur 
Eingliedklasse reicht. Der Beweis dieses Entwieklungssatzes setzt vom 
Leser etwas mehr Mathematik voraus als die vorhergehenden Paragraphes 
wurde aber wegen der zentralen Stellung des Entwieklungssatzes môglichst 

x ) Eine weitreichende Eigenwerttheorie, ausgehend von dem sog. kanonischen 
System 

d ?~ - Z ( b i M Vj + Icijix) 

ax 7 = 1 

(i - 1, 2 n) 

dzi n 

~T" = Z (— AOijWVj ~ b ii( x ) z j) 

ax 1 

findet man bei E. Hôlder, Math. Ann. 119 (1943) 21 — 66. 
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3. Kurzer Abriû der mathematischen Théorie. 


vollstandig gebracht. Seine A u*sage ist auch dem Nichtmathematiker ver- 
stand lieh. 

Fiir die hüufig a uft retende spezielle K lasse von Eigenwertprobleme» 
zweiter Ordnung 

— (/,»')' +f 0 y = àg 0 y: y (a) ~ y (b) — o 

wi rd unubhiingig von den übrigen (Jntersuchungen dieses Kapitels ein ele- 
mentarer Beweis der wiehtigsten Tatsachen in ii-i gegeben. 


§ 8. Minimaleigenschaften der Eigenwerte. 


81. Die Minimaleigenschaft des kleinsten Eigenwertes. Bei der Unter- 
saehung der Detinitheit begegnete uns in Gleichung (4-25) der Rayiæigh- 
sche Quotient 

b 

f u M [ u J d x 

(8-i) K\h\ . 

f u N f u }dx 


Biese Zabi R[u] kann, sofern der Nenner nicht versehwindet, gebildet 
werden fiir beliebige Vergleichsfunktionen u . d. h. (vgl. 4-2) fiir Funktionen 
u 3 =. 0, die 2 m-nnü stetig differenzierbar sind und die Randbedingungen 
erfüllen . 

Wir machen die Yoraussetzungen : 

Bas Eigenwertproblern (4*5) bis (4*8): 

M [y] XN \y\ -- o , 


"„l.vl==° 

sei selbstadjungiert (vgl. 4-3) und volldefinit, d. h. es gelte nach (4*24) 
j f uM \u\dx > o 


(8*2) 


fiir aile Vergleichsfunktionen u . 

f uN | u J d x > o 


Bas Nachprüfen dieser Yoraussetzungen ist in jedem Einzelfalle nach 
den Methoden des § 4 leicht, indglich. 

Bann gilt, wie in 8-2 bewiesen werden soll: 

(«* 3 ) R\u\ 

d. h. der mit einer Vergleichsfunktion u gebildete RAYLKIGHsche Quotient 
i?[w] ist stets groûer oder gleich dem kleinsten Eigenwert X ± . Verwendet 
man als u die erste Eigenfunktion y l9 so ist R \ y x ] = X x . Es besteht also der 
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Satz: Die Eigenwertaufgabe (4*5), (4*8) sei selbstadjungiert , und die Be- 
dingungen (8-2) der Volldefinithe.it se/ien erfüllt. Dann lost die erste Eigen- 
funktion y 1 die Variationsaufgabe , den Rayleighschen Quotienten (8*1) zum 
Minimum zu machen , wenn u den Be reich aller Vergleichsfunktionen dur ch - 
tôu/l. Der zugehorige Minimumwert u i der erste Eigenwert A r 

8 - 2 . Durchführung des Beweises. Es sei jetzt u eine fest gewahlte Ver- 
gleichsfunktion. Mit dieser Funktion u denken wir uns R [u ] gebildet, dieses 
R ist dann also eine teste Zahl. 

Zum Beweis der Behauptung (8*3) wird eine Hilfsfunktion rj{x) gebildet, 
indem man in der Differentialgleichung u für y und R für A einsetzt: 

(8-4) M [u] — R N |' w | — rj(x ) . 

Wenn die gewahlte Funktion u mit einer Eigenfunktion //■ überein- 
stimmt, ist R — A- und ïj{x) ==: 0. Stirnint u nahezu mit ?y ( überein, so wird 
eine „Fehlerfunktion“ rj{x) auftreten, die nui* kleine Werte annimint. Um- 
gekehrt gilt : wenn ?y(;t) o ist, so ist u eine Losung von 

M [u | R N 1 u 1 0 . 

d. h. u ist eine Eigenfunktion mit R als zugehbrigem Eigenwert. In diesem 
Fall ist R J>A X sieher richtig. Daher kann der Fall tj .. o jetzt ausge- 
sehlossen werden. 

Mit dem fest gewahlten u ist au ch r]{x) eine teste stetige Funktion. Nun 
wird folgendes Kandwertprobleni gebildet : 

\M\v\- A.V|r| 

( 5) 

wobei A ein von Null an wachsender Paranieter ist. Das ist also ein inhomo- 
genes Randwertproblem mit gegebener rechter Seite r]{x). Die Losung v 
hangt noch von dem Paranieter A ab, v ~ v(x , A), und liiBt sieh für solche A, 
die nicht Eigenwerte siml, mit Hilfe der (îREKNschen Resolvente nacli 
(5*20), (5*21) sofort angeben : 

b 

(8-6) v{x. A) — f G{x, £, k)rj(Ç)d£ . 

a 

Nach 5*8 ist die GREENsche Resolvente in A eine meromorphe Funktion ; 
sie hat an den Stellen der Eigenwerte A A, Pôle und ist sonst regulâv. Da- 
her ist auch v(x , A) in A stetig und régulai* auBer hochstens an den. 
Stellen A — A ( . Nun wird noch eine Aveitere Hilfsfunktion gebildet: 

b 

A (A) = f rj(x)r(x, X)dx . 


(87) 
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Diese Funktion wird eingeführt, weil sie sich bei Benutzung von (8-5) in der 
testait, schreiben lafît: 

b 

(8-8) h(X) = f («■•(*, A)JI/[r(a-, A)] - kv(x, X)N[v(x, A)])rfa- . 

a 

Man sieht, daB hier gerade die in den Voraussetz u ngen benutzten Bil- 

b b 

dungen f v.M[v]dx und J auftreten. Mit v(z, A) ist auch h{X) 

a a 

in A stetig und régulai*, auBer an den Stellen der Eigenwerte A = A { . Wir 
veranschaulichen uns die Funktion h (A), indem wir sie für einige spezielle 
Werte ausreehnen. 

1. A = R: In diesem Falle geht die Differentialgleichung (8*5) für v in 
die Differentialgleichung (8-4) für u{x) iiber, und die Randbedingungen 
sind auch genau die von u geforderten^ d. h. es ist 

v(x y R) = u(x) 

und nach (8-8) 

b b b 

h (R) = J (u M [m] — Ru N [u\)dx = J uM\u\dx — R J uN[u]dx = o , 

« u a 

da R nach (8*1) gerade als Quotient der beiden Intégrale definiert war. Wir 
stellen also fest: h (R) = O. 

2. A — o. Wegen der Volldefinitheit ist A = 0 kein Eigenwert, also 
diese AVahl moglich. Hier ist v(x , o) nach (8*5) die Lôsung des Randwert- 
problems 

M [v] — rj(x), 

u„[ «]=0. 

Mit der dadurch festgelegten Funktion wird nach der Voraussetzung (8*2) 

b 

h(o) = f vM[v]dx > o . 

M 

Nun beweisen wir noch, daB überall 

a A 

positiv ist. Dann folgt, daB h(X) ein Aussehen 
wie in Abb. 8-1 haben muB: h(k) hat für A — o 
einen positivez) Wert, für A — R den Wert o ; 
h (A) ist überall stetig und differenzierbar, auBer 
an den Eigenwertstellen A = Àf, h(X) hat über- 
all (auBer bei A = A { ) ein positives Steigungs- 
maB. Würde zwischen o und R kein Eigen- 
wert liegen, so müBte demnach h (R) >h( 0) 



Abb. 8*i. Graphische Dar- 
stellung der Hilfefunk- 
tion A (A). 
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sein, was nicht der Fall ist. Es folgt daher, daB zwischen 0 und R 
mindestens ein Eigenwert liegt , also R A x . 

Zum Nachweis der positiven Ableitung wird die Differenz zweier Funk- 
tionswerte h an den Stellen A nnd A* ausgerechnet. Es ist nach (8-7): 

b 

h(l) — h(A*) = f {v{x, A)^(x) — v{x, k*)rj(x)} dx . 

a 

Im Integranden wird für rj(x) das erstemal 

7 ]{x) = Jf>(*,A*)] — X*N\v{x, A*)] 

und das zweitemal 

ïj{x) = M [v(a:, A)] — AiV r [^(æ, A) 1 

eingesetzt (nach der Définition (8*5) von v ist beides ja gleich der gegebenen 
Funktion rj(x)). Dann folgt 

b 

h(X)~ h(X*)~ J {v(x, l)M[ v(x, A*)| — v(x, X*)M [v(x, A)] 

a 

— X*v(x, X)N\v(x, A*)] + Xv(x 3 X*)N[v(x, A)]} dx 

Auf der rechten Seite heben sich die ersten beiden Summanden bei der 
Intégration wegen der vorausgesetzten Selbstadjungiertheit auf, und die 
Intégrale iiber die letzten beiden Summanden sind, abgesehen von den Fak- 
toren A, einander gleich, wieder wegen der Selbstadjungiertheit. Also ist 

b 

(8*9) h{X ) — MA*) — (A — A*) J v(x, A) N [t? (x, A*)] dx . 

a 

Damit folgt in der Grenze für A* -» A wegen der Voraussetzung (8*2) 

b 

(8-io) ^ = lim-^^- — J' v(x, X)N[v(x, X)]dx > o . 

Damit ist der Beweis für R Aj abgeschlossen. Zugleich ist hiermit die 
Existenz von mindestens einem Eigenwert gezeigt. 

8 * 3 . Minimaleigenschaîten der hoheren Eigenwerte 1 ). Auch der zweite 
Eigenwert A 2 laBt sich dureh ein Variationsproblem festlegen, und zwar wird 
sich zeigen, daB er der kleinste Wert ist, den der KAYLEIGHsche Quotient 
annehmen kann, wenn man jetzt u nicht inehr den Bereich aller Vergleichs- 
funktionen durchlaufen li\Bt, sondern nur noch den Bereich derjenigen Ver- 

9 Wir beweiscn den ara Sehluü dieser Nummer genannten Satz für die Minimal- 
eigenschaft des (s -f i)-ten Eigenwertes A s+1 unter der zusatzlichen Voraus- 
setzung, daB A lt A a , A 3 , . . A a+1 einfache Eigenwerte sind. Der Satz gilt jedoch 
auch für mehrfache Eigenwerte und ist hier auch für den Fall mehrfacher Eigen- 
werte formuliert; die Beweise für den Fall mehrfacher Eigenw r erte findet man bei 
E. Kamke, Math. Z. 46 (1940) 251 — 286. 
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gleichsfunktionen, die zur ersten Eigenfunktion y 1 im verallgemeineften 
Sinne orthogonal (oder zu Vjj/j] im gewôhnlichen Sinne orthogonal) sind. 

Wir gehen von einer Funktion u aus, die als Vergleichsfunktion die- 
selben Bedingungen wie in 8*1 erfüllt und die darüber hinaus noch der 
,,Nebenbedingung“ genügt: 

b 

(8-II) f u(x) • iV fï/j (cr)] dx = 0 . 

u{x) darf also jetzt nicht eine zu gehôrige Eigenfunktion sein. Die Exi- 
stenz einer solchen Funktion u(x) steht auBer Frage. Ist nâmlich v(x) 
irgendeine Vergleichsfunktion, die nur nicht eine erste Eigenfunktion y y 
sein darf, so braucht man nur 

fv(Ç)Nl Vl (Ç)-]dÇ 

u(x) = v(x) — ?/ 1 (x)j > 

Jyi(£)#lyi(t)]di 

zu setzen, dann ist (8*11) erfüllt. 

Zmn Beweis der Minimaleigenschaft des zweiten Eigenwertes denken 
wir uns wieder u(x ) als fest gewiihlte Funktion, dann ist auch der Ray- 
LElGHsche Quotient R [w] eine feste Zahl. Wir bilden wie bei ( 8 * 4 ) die Hilfs- 
funktion rj(x) nach 

(8-12) M[u] — RN[u]—rj(x) . 

Ist r)(x) ~= o, so ist u{x) selbst eine Eigenfunktion, und da es nicht die 
erste Eigenfunktion sein kann, ist u dann gleich der zweiten oder einer 
hoheren Eigenfunktion; dann ist also R ;> A 2 richtig. Es genügt daher, die 
Behauptung R A 2 unter der Voraussetzung rj(x )^0 zu beweisen. 
Entsprechend zu (8-5) werden die Randwertprobleme 
M[v] — XN[v]=rj(x ) , 

U M [v]= 0 

gebildet, deren Losung v = v(x , A) sich mit Hilfe der GREENschen Resol- 
vente unmittelbar angeben laBt: 

b 

v{x, A) — J G{x, £, A) 17 (|) dÇ . 

Nup hat die GREENsche Resolvente bei A — À 1 einen Pol und laBt sich 
nach (5-26) in der Gestalt schreiben: 

wobei G*(x, f, A) an der Stelle A — X 1 regular ist. Daher wird 

b b 

v(x, X) = j C ''f X) l M) !»({)« + f G*(x, f, X)r,(Ç)d( . 



Hôhere Eigemverte. 
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Hier verschwindet das erste Intégral : denn aus der Voraussetzung, daB u 
zu N[y^] orthogonal ist, folgt wegen der Selbstadjungiertheit 

h b 

I u JV[2/ X ] d x = j y r N |;« J d x = o . 

Ferner ist 

b b b 

j 11 N 1 2/il dx — j u • — -d x ~'j~~ j V \ M [w. J d x -- O . 

Es ist also 

b b 

j y y M \u\ dx~ f y l N jV) dx — o , 

u a 

und damit ist nach (8-12) 

b 

f yj(£)y(t)d£ mo . 

Es bleibt also 

(8-13) *(*, X) =•/«* (x,|, k) n (£) dS . 

Die Singularitat für A = A 1 ist damit herausgefallen, und es kann «'(a*, A) 
darch diese Gleichung au ch für A — A, definiert vverden. v(x. A) ist hei 
A — A 3 reguliir und nur bei den hoheren Eigenwerten A- singular. Der 
weitere Beweis verlliiift genau wie in 8-2. Die wie in (8-7) gebildete Hilfs- 
funktion 

b 

h (A) — - f rj {x) r(x, A) dx 

liât für A = K und A = Aj die speziellen AVerte : 
k(R) = o , 

b 

und ^(A t ) — J (v(.r, A,) • M\v(x , A x )l — Aji'Or, A 1 )iV|t»(.i , J A x ) | } 

u 

= / A,)] A,}. 

(l 

Hier sind beide Faktoren positiv 1 ), der erste 
nach der Voraussetzung (8*2), der zweite 
wegen der bereits bewiesenen Miniinal- 
eigenschaft des ersten Eigenwertes A 1} also 
ist ^(A^ > o. 

*) Hierbei wird benutzt, daB i(x, A) auch für 
A = Aj eine Vergleichsfunktion ist, was sich aus Abb. 8*2. Zum Beweise der 
(8*13) beweisen laBt. Wegen einer ausführiichen Minimaleigerischaft des zwei- 
Darstellung siehe FuBnote 1) von S. 129. ten Eigenwertes. 
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Femer hat h{k) genau wie in (8-io) eine positive Ableitung und damit 
ein Aussehen wie in Abb. 8*2. Es kann also h (K) nicht für aile A aus dem 
Intervall X 1 A <; R regulàr sein, d. h. es liegt ein weiterer Eigenwert in 
diesem Intervall. Damit ist R A 2 und zugleich die Existenz eines zweiten 
Eigenwertes bewiesen. 

Allgemein beweist man ganz genau so: 

Erfüllt die Vergleichsfunktion u die s Nebenbedingungen 

b 

(8*14) j uN {y^x^dx ~ o (i — i, 2, . . ., s), 

a 

so ist R[u] ;>A g + 1 . 

Da für u — y s . x l der RAYLEIGHsche Quotient den Wert A* +1 annimmt, 
ist dann für den Eigenwert A„ , 1 die Minimaleigenschaft bewiesen : 

Satz: Die Eigenwertaufgabe (4-5), (4*8) sei selbstadjungiert , und die Be- 
dingungen (8*2) .der Volldefinitheit seien erfüllt. Dann . existieren unendlich 
viele reelle \ positive Eigenwerte Aj , A^ , . . . Der (s -f I ) 4 e Eigenwert ist gleick 
iem Minimum, das der Rayleighsche Quotient (8-i) annehmen Jcann, wenn u 
dm Bereich aller derjenigen Vergleichsfunktionen durchlàuft, die zu den ersten 
s Eigenfunktionen im verallgemeinerten Sinne orthogonal sind d. h. die Neben- 
bedingungen (8-14) er Julien J: dabei sind mehrfache Eigenwerte entsprechend 
ihrer Vielfachheit mehrfach zu zahlen. 

Zugleich folgt, daû die Eigenwerte A^ unbeschrànkt anwachsen: 

A g -* 00 für 6’ — > 00 , 

demi nach 5*7 konnen die Eigenwerte A im Endlichen keinen Hâufungspunkt 
besitzen. 


84. Courants 1 ) Maximum-Minimum -Prinzip. Bei der in 8 3 be- 

sprochenen Minimaleigenschaft des (s -f- I)-ten Eigenwertes treten in den 
Nebenbedingungen (8*14) die ,9 ersten Eigenfunktionen auf. Im folgenden 
wird der Eigenwert A, +1 durch eine Minimaleigenschaft auf ,,independente“ 
Weise festgelegt, bei der nicht auf die niedrigeren Eigenfunktionen zurück- 
gegriffen wird. Man nehme s voneinander linear unabhangige integrierbare 
Funktionen 

w^w 2 , . . .,u-, 

und betrachte nur diejenigen Vergleichsfunktionen u, die zu diesen s ge- 
wàhlten Funktionen im gewôhnlichen Sinne orthogonal sind, die also die 

*) R. Courant und D. Hilbert, Methoden der mathematischen Physik, Bd. 1, 
2. Aufl., Berlin 1931, S. 352. 



Courants Prinzip. 


133 


Nebenbedingungen 

(8*15) Juw a dx~ o (a — 1,2, . . .. s) 

U 

erfüllen. 

Bas Minimum 1 ) des RAYLEiGHschen Quotienten (8*l) für die jetzt nur 
noch zugelassenen Vergleichsfunktionen u hat einen Wert, der noch von 
den gewahlten Funktionen w a abhangt : 

Mini? [u] = M (Wj , w 2 , ■ • • , w 8 ) . 

U 

Bann ist der Eigenwert A g+1 das Maximum dieser FunktionJ/ (w ly w 2 , . . ., w g ), 
wenn die w a die Gesamtheit der integrierbaren Funktionen durchlaufen: 
(8-i6) A s+1 = Max M (w ly w 2y . . . , w K ) . 

Zusammenfassend wird also behauptet: 

Satz: Die Eigenwertaufgabe (4-5), (4-8) sei selbstadjungiert und voll- 
definit ( d . h. (8- 2) sei erfüllt). Es sei M (w ly w 2y . . . , w 8 ) das Minimum oder 
die untere Grenze des Rayleighschen Quotienten (8.1 ), wenn u den Bereich 
aller V ergleichsfunktionen durchlàuft, die zu s gegebenen voneinander linear 
unabhàngigen integrierbaren Funktionen w ly w 2y . . . , w 8 orthogonal sind. Dann 
ist der (5 + l)-te Eigenwert A s+1 gleich dem grôflten Wert , den M (w x , . . . , w 8 ) 
annehmen kann, wenn die w a die Gesamtheit aller betrachteten Funktionen- 
sy sterne durchlaufen. 

Beweis: Es seien zunachst w x , w 2 , . . w 8 fest gewahlte Funktionen. 
Wir zeigen, daB es eine zulâssige Vergleichsfunktion gibt (die also zu allen w a 
orthogonal ist), die sich ans den ersten (s -f- 1) Eigenfunktionen y a linear zu- 
sammensetzen la Bt : 

# -b 1 

( 8 - 17 ) U = JJ a ° ' Va ' 

n—1 

Die Bedingung der Orthogonalitat verlangt namlich: 

b s + l b 

o = J uw Q dx = a a J w Q y a dx für g = I, 2, . . . , -5 . 

a a 1 a 

Bas sind s lineare homogène Bedingungen für s I Konstanten a a , also 
stets erftillbar durch Werte a a , die nicht aile O sind. 

Für die mit diesen a a nach (8-17) gebildete Funktion u wird mit Be- 
nntzung von (4*12) bzw. (5*33) 

f uM[u\d.r. = f JJ a^y^JJ a r M[y r \dx 

a « « = 1 t - - 1 

= / 27 y a 27 «r K N t J d * ■ 

a a =* 1 r ~ 1 

J ) Oder die untere Grenze. Es kann bei einem Variationsproblem vorkommen, 
daû die untere Grenze von keiner Vergleichsfunktion angenomraen wird. 
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Wegen der verallgemeinerten Orthogonalitât der Eigenfunktionen bleiben 
von dem Intégral nur die Glieder mit a = T übrig: 

J uM[u]dx = JJaÎKf VaNiVo^dx 

U Cm, 1 ü 

und entsprechend 

f uN [u]dx = al J y a N[y a J dx . 

a c*l o 

Die rechts auftretenden Intégrale sind nach der Voraussetzung (8*2) positiv, 
also kann man wegen X a À, +1 abschatzen: 

b b 

J uM[u]dx <; k 8 rl J uN[u]dx 

a a 

und damit 

-RM £ K \ \ ■ 

Das gesuchte Minimum von R kann hôchstens noch kleiner sein als das so 
aufgestellte R[u], es gilt also erst recht 

Min R ^ A a+l . 

Damit ist bewiesen 

M{w ï , w 2 , . . w g ) ^ . 

Nun werden die Wj, w 2 , . . . , w g variiert: Wiihlen wir speziell 

w a =N[y a ] , 

so baben wir das frühere Mininnimproblem für die hoheren Eigenwerte vor 
uns, und es wird dann M = A <t+1 . Es ist also A t + 1 das Maximum von M 
bei Variieren der w g oder in einer symboliseben Formel ausgedriickt. 

Min R \u\ 

U 

Nebenbedingung (8-15) 


(8-i8) 




Max 

(ît’j, . . . , tv s ) 


8-5. Der Vergleichungssatz. Er ist eine unmittelbate Folge aus dem 
Maximum -Minimum -Prinzip und lautet: 

Satz: Liegen die beiden selbstadjungierten Eigenwertprobleme der Form 
(4*5)5 (4*8) vor : 


(8*19) 


( M[y] —XN[y] 

\M[y]=X*N*[y] 
bei demselben M[y] mit den gleichen Randbedingungen U ft [y] — o, und gilt 
für aile V ergleichsfunktionen u 


b 

J uM [u] dx > o , 

U 

b b 


J nN[u\dx ;> J uN* [u]d x > o , 


( 8 - 20 ) 



Formulierung des Satzes. 
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so gilt für die Eigenwerte X 8 und X* der beiden Problème (8*19) 

K ^ À* für 5 — 1,2,... 

Denn wegen der Voraussetzungen (8- 20) gilt 
B[u] £ R* [u ] , 

und daher besteht dieselbe Ungleichung aueh für aile Minima und für deren 
Maximum, d. h. X s X * für aile 5. 

Den Vergleichungssatz kann man oft zur schnellen Abschatzung der 
Eigenwerte benutzen. Hat man z. B. das Problem 
y iy = A(I + X) -y 

mit den Randbedingungen 

y (o) = y " (o) = y(l) = y" ( 1 ) = 0 , 

so nehmen wir als Vergleichsprobleme die selbstadjungierten volldefiniten 
Problème mit denselben Randbedingungen 

y lv =l*y, 

yiv _ 2 A** y . 

Es ist 

1 1 1 

j u - (I + x)udx = J (I x)u 2 dx J u 2 d x . 

0 00 

Also ist der Vergleichungssatz anwendbar und sagt aus: 

A* 

ebenso X s ^ X **: Nun haben die Vergleichsprobleme die sofort angebbaren 
Lôsungen (die Differentialgleichungen haben konstante Koeffizienten) 


nut 


y n — sm 7i7i x 




also hat man aile Eigenwerte durch 


(wti ) 4 


; a„ ^ (wti ) 4 


in Schranken eingeschlossen. 


§ 9. Der Einschliefiungssatz. 

9*1. Formulierung des Satzes. Eine weitere Anwendung des Maximum- 
Minimum-Prinzips von 8*4 stellt der Einschliefîungssatz dar; er bezieht 
sich auf Problème der Eingliedklasse mit der Differentialgleichung (4*22) 

(9-1) M[y} = XN [y} = (- I)" A [?„(*)*/">]'»> 

und den Randbedingungen U fl [y] =0 nach (4*8). 
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Allerdings müssen noch etwas scharfere Voraussetzungen als in 4-7 ge- 
niacht werden. Der Satz lautet : 

Satz (EinschlieBungssatz) : Ein Prohlem der Eingliedklasse (9*1)» 
(4*8) erfülle die Voraussetzungen: 

a) es Î 8 t selbstadjungiert, 


b) für jede Vergleichsfunktion ist j uM[u]dx > o , 

a 

c) die Funktion g n (x) hat im Orundintervall a > b ein f estes Vorzeichen , 

d) für zwei beliebige V ergleichsfunktionen u, und für jede n-mal stetig 
differenzierbare Funktion g{x) gilt 

b b 

( — l) n f u[gv (n) f n) dx == J gu (n) v (tl) dx . 

a a 

Hat man eine Vergleichsfunktion F x und eine 2 n-mal stetig differenzier- 
bare Funktion F 0 , welche die Beziehung 
(9*2) M[F t ] = N[F 0 1 

erfüllen, bleibt ferner die Funktion 

F {n Ux) 

( 9 - 3 ) 

im Intervall a , b zwischen endlichen Grenzen und wechselt dort das Vorzeichen 
nichtj so liegt zwischen dem Maximum und Minimum der Funktion 0 min- 
destens ein Eigenwert des Problems (9-1), (4*8) : 


( 9 - 4 ) 


0„,ln ^ K =£ ®n, 



Ist z. B. F 0 gleich einer Eigen funktion y i , so ist wegen (9-2) F 1 = F 0 , 

/j 

und für den Quotienten 0 erhalt man nach (9-3) 0 = A,- = const. Is.t nun 

F 0 etwas von verschieden, so wird 0 {x) 
im Intervall a , b nicht mehr konstant sein, 
vgl. Abb. 9*1, aber es bleibt stets mindestens 
ein Eigenwert zwischen dem Kleinst- und 
GroBtwert von 0 eingeschlossen. 

Die Voraussetzung d) liiBt sich in jedem 
Einzelfalle leieht durch Teilintegration nach- 
prüfen und verlangt von den Randbedin- 
gungen, daB die bei der Teilintegration auf- 
tretenden Randausdrücke verschwinden. Die 
in Tafel I genannten Problème der Einglied- 
klasse erfüllen sâmtlieh die hier geforderten scharferen Voraussetzungen. 

Nach dem Satz aus 8-3 haben aile Eigenwerte X s und damit nach dem 
EinschlieBungssatz auch 0 dasselbe Vorzeichen wie die Funktion g n (x). 


Abb. go 


Zum EinschlieGun^N- 
satz. 



Beispiel zum EinschlieÛungssatz. 
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Bei den speziellen Eigenwertproblemen (n == 0) lassen sich die Be- 
dingungen für F 0 und F t etwas einfacher formulieren 1 ) 2 ). Es genügt dann, 
von irgendeiner Vergleichsfunktion F 1 auszugehen und 

(9-5) 

zu setzen. Hiermit wird 


(9-6) 

und es gilt 

(97) 


0(X) = 


F 0 

F, 


M[F X ] _M[F X ] 
9 qF j .Y [F,] 


< ; < m F j}\ 

\ 9t)F l /min * \ ^0^1 /inax 


Die Funktion F 0 braucht die Randbedingungen nicht zu erfüllen, man 
wird aber doch versuchen, die Funktionen F 0 \md F 1 so zu wâhlen, daû F 0 
môglichst viele Randbedingungen erfüllt, damit sie dem Verlauf einer 
Eigenfunktion nahekomnit und die Schranken (9*4) nicht zu grob aus- 
f allen. 


(9.8) 


9-2. Beispiel zum EinschlieBungSSatz. Bevor wir den Beweis für den Ein- 
schliefiungssatz führen, betrachten wir ein einfaches Bei- 
spiel der speziellen Problemklasse (Abb. 9*2): 

| — y" - ).y, 

\ y{ o) = y'{ 1) = o. 

Zur Aufstellung zweier Funktionen F 0 , F 1 , die aile 
gestellten Bedingungen erfüllen, setzen wir F x als Polv- 
nom an, das bereits bei beliebigen Werten von o-! und c 2 
die Randbedingungen erfüllt: 

F y I CyX* -1- C 2 X 2 -f x( — 4 — 3 C i — 2C 2 ). 

Dann wird naeh (9-5) 



Abb. 9*2. Erste Eigen- 
funktion des Problems 
(9-8). 


F 0 — — F[' -- — 1 2 x 2 — 6c x x — 2c 2 . 

Nun soll F 0 zur Erzielung besserer Ergebnisse ebenfalls die Randbedingungen er- 
füllen, ,also c 2 — o, c x — — 4; somit ist 


F q -- 12 (2 x — x’ 2 ), F x — - Sx — 4X 3 x 4 . 

Es wird 


0 El ^ 12 3(2 — a:) 12 12 

F x 8 x — 4 x 3 4- ;r 4 4 -f 2 x — x 2 ' 5 — (1 — x) 2 ' 

Man sieht hier direkt (Abb. 9-3), daÛ 0 lnax — 3 ,0 min — 2.4 im Intervall (0,1) ist, 
also bat man die Schranken 2,4 <; X s <, 3 . 


*) Für die speziellen Eigenwertprobleme wurde der EinschlieÛungssatz für den 
ersten Eigenwert Aj bewiesen von G. Temple, Proc. Lond. math. Soc. (2) 29 (1929) 
257—280. 

2 ) Éine Abschàtzung für sàmtliche Eigenwerte nach oben und nach unten füi 
die (in A nicht notwendig lineare) Differentialgleichung — y" — Q(x , A) • y mit den 
STURMSchen Randbedingungen wird in einer demnàchst in der Mathematischen 
Zeitschrift erscheinenden Arbeit von Herra \V. Qitade gegeben.- 
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Wiil man engere Schranken für Â s berechnen 1 ) (damit 
greifen wir dem nàchsten Kapitel voraus und geben bereits 
die Vorschrift für das Verfahren der sclirittweisen >Jàhe- 
rungen), so kann man weitere Funktionen F 3 , . . . aus 

M[F n+l ]-^N[F n ]. U^F»^) o 

berechnen, also hier aus 

F n 4- i ~ F n . F nJ[ j (o) — - F n + 1 (i) o. 

Durch direkte zweimalige Intégration der Polynôme und 
Bestimmung der Integrationskonstanten aus den Rand- 
bedingungen erhàlt man: 


Abb. 9.3. Zum Ein- 
schlieûungssatz für F 2 — ~ (96a: — 40 a: 3 -f 6x & — x 6 ) 

X) - (48 4' 24 x — 8 x 2 — 4 a: 3 


das Beispiel (q«8). 

F 3 - - ( 272 x — 

3 2 IO ' 


3° 


a 4 ) 


1 1 2 .r 3 -f* 1 4 j 

x (2 — a* 
1680 


(1088 -i- 544 x — 176 x 2 — 88 x 3 -f 12 x 4 6x* — x 6 ) . 


Die Quotienten <P U — 


F , 1 - 1 


laüten bei Benutzung der Abkiirzung 2 x - 


o = 4 r 


mit 


0 2 ,, 


30(4 + g) 15(1 4- v) 

48 4- 12g 4- G 2 ~~ 2(3.4- 3 V 4- V 2 ) 


1 50 

^min r ^2 G) = : 


• 2,4590 


0 2 (O) - 


= 2>5> 


man weiû also jetzt bereits 2,459 <. ?. 8 2,5. Weiter wird 

- _ 56(48 4- 120 4 G 3 ) M(3 + 3 y 4- v 2 ) 

3 “ 1088 4- 272 x 4- 24 g 2 + g 8 17 4- 17 v 4- 6v 2 4- v 3 

mit 

®niln = ^3 (I) = = M 66 * 

«>,„«* = (o) = = 2,4706. 

Man weiÛ also jetzt 2,4664 <, Â 8 2,4706. 

Diese Genauigkeit wird bei vielen technischen Problemen auareichen. Der ge- 
naue Wert ist 

7 l Z 

/1 = — = 2,4674011. 

4 

Bei diesem Beispiel gelang es, auf bequeme Art weitere Funktionen F 2 , F h zu 
berechnen und so die Genauigkeit zu steigern. Bei komplizierteren Problemen stôftt 
die Berechnung weiterer F n oft auf groûe praktische Schwierigkeiten, und da wird 

l ) Vgl. H. v. Sandek. Praxis der Differentialgleiehungen, Berlin 1943» S. 73. 
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die Méthode der schrittweisen Nâherungen uns in den Stand setzen, allein aus jF 0 
und F 1 erheblich genauere Schranken für den ersten Eigenwert aufzustellen, als dies 
mit Hilfe des EinschlieBungssatzes môglich ist. 

9*3. Beweis des EinschlieBungssatzes. Nach (9*1), (9*2) verwendet man 
beim EinschlieBungssatz zwei Funktionen F 0 , F 1 , die der Beziehung ge- 
nügen : 

M[F 1 ]=N[F Q ] = (~i)*[g n (x)F<*tK 

Setzt man hier nach (9*3) 

ein, so genligt F x der Bifferentialgleichung : 

(9-9) M [F,] = (- 1)” , 

d. h. F x ist eine Eigenfunktion dieser Bifferentialgleichung bei den Rand- 
bedingungen V ' [Fj] = 0 . 

Nun bildet man die drei Vergleichsprobleme : 

I i- Jf [y] ==(-D* A' [g n (x)0 aln y^ 

(9-IO) 2. 3f [ÿ] = (- I) n r [g n (x)0(:i)yW] M 

[ 3 - M\y]^(- T.rX''[g n (x)0 M J^r> 

{stets bei den Randbedingungen U M [y] = 0) . 

Bas zweite Problem besitzt die Eigenfunktion y = F 1 mit dem Eigen- 
wert I, und zwar sei I der «-te Eigenwert dieses Problems: 

v= F 1 ; K' = !• 


Bas erste und das dritte Problem besitzen die Eigenfunktionen y = y 
mit den Eigenwerten X 8 , X 8 , und zwar ist (mit als dem s-ten Eigenwert 
des Ausgangsproblems (9*1), (4*8)) 


also 


K ^min — K » 



Nun sind die Yoraussetzungen des Vergleichungssatzes aus 8*5 erfülit. 
Bazu hat man die Ungleichung (8*20) 


j uN[u]dx ,> J uN* [ u]dx 


nacbzuprüfen. Hier ist, wie man durch w-malige ïeilintegration sieht, für 
aile Vergleicbsfunktionen % nach der Voraussetzung d) des Satzes in 9-1 
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(wir kônnen ohne Beschrânkung der Allgemeinheit g n (x) als positiv voraus- 
setzen) : 

b 


fn(-xy‘[g n 0 m , x u^dx 

a 

= / j g n ^>(x)[u w fdx-^. J g n 0 mln [u (n) fdx , 


also hat man nach dem Vergleichungssatz 

^ S ^ ^ t'8 

0 ^ 0 . 

r niûx ^min 


d. h. es gilt (9-4). 


9*4. Vergleich mit geschlossen lôsbaren Problemen. Es gelingt oft, 
mit Hilfe des EinschlieBungssatzes und Vergleichungssatzes fiir aile Eigen- 
werte Schranken anzugeben. Liegt z. B. das Problem 

— y" = y(o) = y(a)=o (a> o) 


vor, so vergleiche man das Problem mit einem gleichgebauten Problem 
— y" = A *p*(x)y 


mit denselben Randbedingungen, dessen Eigenwerte A* man kennt. 
Z. B. bei 


hat man (nach Tafel V) die Eigenwerte 

ri 2 ri' 


{b > O, C>0) 


K 


mit den Eigenfnnktionen 

y* — i x -f~ b sin 


('-"T +v 


{ , -r -f b \ 

b 

a 4 - b 


Verwendet man y* als im EinschlieBungssatz, so wird nach (9-6) 


und man hat die Schranken 


n v 




* /?*\ 

' H \ V J n 


Je besser man p* an p anpassen kann, uni so enger fallen die Schranken 
ans, und zwar sind die Schranken für aile Eigenwerte prozentual gerechnet 
gleich eng. Es ist also gut, wenn man eine mogliehst groBe Sammlung ge- 
schlossen lôsbarer Eigenwertprobleme hat. In Tafel V sind einige einfache 
geschlossen lôsbare Fiille zusainmengestellt. 








oblemtypus Differentialgleiohung Randbedingungen Eigenwerte A u =- Eigenfunktioncn 



\v(xV J * 

= r ?(" ,a<< ^ y{a) = y(6) = ° (ï(Æm ) 2 J p{sm 8i " l"* 

mit g (a-) =1 
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Tafel VI. Transzendente Gleichungen für die 


Differential- 

gleichung 

Randbedingungen 
Abkürzungen : 
yo=y(°)> y/ = y'(0u8w. 

Spezialfall 

Transzendente Gleichung für 
die Eigenwerte 

-y" = h 

ay'o+ by<> - 0 


tiH = {ad -~ bc]lc 

g bd+ack* 


ryi -F d vi = » 



y 0 = y/ - o 

a = c = 0 

sin kl — o 


yi = yj = o 

6 = rf = o 

sin H — o 


y fl = yi = o 

a. = d — o 

cos H = o 


y 0 = y! + Ay> rr 0 

* fl = 0 

A*tgH = -fc 



Aï = i 

tg kl — — kl 



-41 = 1 

2 

tg kl = — 2 kl 



Al = - — 

2 

tg kl = 2kl 



Al -- i 

tg H = *ï 


y'o^yï + ^y/^ 0 

b-=o 

i • tg H — A 



Al= 2 

W • tg H - 2 



Al = i 

kl • tg fcï — i 



-4/ - - — i 

kl • tg H - — i 



Aï - - 2 

kl • tg H ~ — 2 


y 0 = y' — aa ^ = o 

- 

feA ■ tg H — i 


a Vi -f 6y 0 = 0 


U - ac - L M 

— cos kl — A — - — — v 


cyi + dyé = o 


bc -b ad 


'5? 

Il 

II 

6 — — a 

d — — c 

cos kl — i 


y 0 endlich, y t — o 


/„(/;/) - o 

= *« 


n - o 

«JoOT o 

{« ganzzahlig, ,> o) 

J n = Bessel- 


n =î i 

J^H) = 0 

Funktion 





71—2 

J'g(iï) — 0 




Ge8chloBsen lôabare Problème. 
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Eigenwerte bei den einfachsten Problemen. 


Zahlenwerte 1 zur Berechnung der 
ersten Eigenwerte ^ 


Lifceratur 

Benutzte Abkürzungen aiehe S. 39 

yi i i l 3 ac + Vbd 

^(i 2 + ad —bc — lbd 

Frank-v. Mises, Differential- und 
Integralgleichungen Bd. I, 2.Aufl. 
(*93o) 573 

kl — 71 ; 2 n; 3 n 

I 

6“ 


kl — 0; n; 2 n 

00 


H-*; 3 -*; ?? 

2 2 2' 

1 

2 


kl- 2,0288; 4,9132; 7,9787 

H- 1,8366; 4,8158 

kl — 1,1656; 4,6042 

bl** 0; 4,4934 ; 7,7253; 10,9041 

-41 + 3 
6(Al-M) 

1 

7 

7 

18 

5 

6 

00 

F. Emde, Tafeln elementarer Funk- 
tionen, Leipzig u. Berlin (1940) 

125-131 

M - 1,0769; 3,6436 

kl = 0,8603; 3,4256; 6,4373 

kl — i- 1,1997; 2,7984; 6,1212 

M = 2,0653; 2,4587; 5,9594 

i + — - 

2^ Al 

1 

1 

2 

2 

0 

Biot, Z. angew. Math. Mech. 14 
(1934) 217 

F. Emde, Tafeln elementarer Funk- 
tionen (1940) 125— 131 

S. Timoshenko (1932) 231 


1 

2 {I+A) 


kl — o; 2 n; 2 n; 4^; 479 ... 

00 


M = 2,4048; 5,5201; 8,6537 

7* OI 5 6 ; 10,1735 

M = 8,41:7 ; 11,620 

I 

4(n + i) 

1 

4 

1 

8 

1 

12 

E. Jahnke — F. Emde, Punk* 
tionentafeln mit Formeln und 
Kurven, Leipzig u. Berlin, 3. Aufl. 
1938, S. 166— 168 






146 


3. Kurzer Abriû der mathematischen Théorie. 


Tafel VI 


Differential- 

gleichung 

Randbedingungen 

Abkürzungen: 

y 0 = y(<>). y'i^y'i 1 ) U8W * 

Spezialfall 

Transzendente Gleiehung 
für die Eigenwerte 

„ y' n 2 y . 

A = Jfc* 

(n ganzzahlig, > 0) 

J n -- BESSELsche 
Funktion 

N n = NETJMANNsehe 

I/o endlich, yj + A yi — 0 

n — A = 0 

! 

n — o,Al — i 

n — 1 ; A/ =o 

n - A l -- 1 

kJ' H (kl) ~\-.AJ n (kl) — 0 

J A (kl) — 0 

-klJ^kl) -f- </ 0 (^) “ 0 

klJ 0 {kl) — J r 1 (Ar^) — 0 

J 0 (H) 0 

Funktion 

Va ~ Vl ~ 0 

l — ia,n — 0 
l - 2 a, n = t 

Jnlk a ) N n(M) ~ J n (kl)N n {ka) 

y IV - /.y 

f y® ~ y» ~ 0 

ay'{ 4 - by\ - 0 

br + dyi^-° 


(ack* + bd)V>(ki) -bckfi£{kl) 

+ adk.S(kl) -0 


Vo - 2/0 - 2/* - 2 /i' - 0 . 

b - c — 0 

sin kl — 0 


2/0 - 2/0 = yi =-• !/i = 0 

a = c — 0 

tg 2:2 (EgH 


y<> ?/o ^ yï - yï' • 0 

b d — 0 

tg kl — (EgM 


| î/o = ÿo ^ 0 

! «y/" -l- &y* - 0 
br + rf yi = ° 


aok i <l(kl) 4- bck*7l (kl) 

— adk'S(kl) 4- bdV (kl) — 0 


2/0 ^ 2/!, ^ 2/i = yi 0 

0 c — 0 

cos kl<lo f kl — 1 


y® ^ 0o = 2/1' =&" -T 0 

b ~ d — 0 

cos kl dof kl — — 1 


( 2/0 ;; yi = 0 

I «y' 0 ' + &yi == 0 
| cy* + <iyl =- 0 


ac,k*S(kl) 4 - bdd(kl) 

4- 2:(ad — bc)'S(kl) ~ 0 


| y 0/ = & = 0 ^ 

Uy'o +rf=o 

a - c — 2 
6 -d- 1 

(U) a 5 (U) 4 - 2 )( 2 : 2 )-o 


: 

(y„ = y/' ~ 0 

Uy'o' + fty'o = 0 

\oyï' + dy t 0 


adk5(kl) +cbk*£(kl) 

4 - (acfc 4 — 6d) 33 ( 2 : 2 ) ~ 0 


y'o' = y'o" = y!' = y!" =- o 


cos 2:2 <£of kl ~ 1 


y'® = y'®" = yi = y!" - o 


sin kl = 0 
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(Fortsetzung). 


Zahlenwerte k^l zur Berechnung der 
ersten Eigenwerte A; 

00 T 

y.— 

à 

Literatur 


I AZ-f» + 2 


Werte von kl s. S. 145 

4 (w- -f i)(^t ï H- n) 


kl-— 1,2558; 4,0794; 7,156 

! 

4 


AI == 1,841 ; 5,331; 8,536 

3 

8 


Werte von kl s. S. 145 



kn -- 3,123 ; 6,273 ; 9,418 
ka — 3,197; 6,312; 9,4445 


1 Jaknke — Emde, Funktionen- 
I tafeln (1938) 206 


2 m 1 


kl — n; ln\ 371; . . . 

1 

90 


kl — 3,9266; 7,0686; 10,210; 13,352 

1 

210 

F. Emdk, Tafeln elementarer Funk- 
tionen (1940) 130—131 

Hütte, deB Ingénieurs Tasehenbuch, 
Bd. I, Berlin, 27. Aufl. 1942, 

S. 236—237 

kl — o; 3,9266; 7,0686; 10,210; 13,352 

00 

' 


Aï 4.73OO; 7,853; 10,996; 14,137 

1 

420 

l ) von L. Euler 1744 auf 10 Dezi- 
malen bereehnet 

H = 1,8750; 4,694; 7,855; 10,996») 

T 

12 



In diesem Abschnitt werden die Ab- 
kürzungen fiir die Frequenzfunk- 
tionen 

H 3,084 ; 6,270 


2I(z) — £of x sin x 4 - Sin x cob x 
8 (æ) = (£of x sin a; — Sin x cos x 
C(x) — 2 Cof x cos x 

S(x) = 2 Sin a; 'sin x 

D(z) = <£of a: cos a: — 1 
£(x) = <£of x cob x + 1 



JfcZ = 0; 0; 4,7300; 7,853 s. 0. 


benutzt nach K. Hohenemskr und 
W. Prauer, Dynamik der Stab- 

H = 0; 71; 27 i; ... 


werke, Berlin 1933, 323 
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3- Kurzer Abrifl der mathematischen Théorie. 


Tafel VI 


Differential- 

gleichung 

Randbedingungen 

Abkürzungen: 

Vo = Sf(o), y'i - y'(0 usw. 

Spezialfall 

Transzendente Gleichung 
für die Eigenwerte 

y IV = - ).y" 

). = W 

[ î/o = yo ~ 0 
| «y/' 4- &y/' = 0 

1 cy'i" + dyt=--o 


2>(fc 3 c -f Hrf) cos À 1 / 

— rf(Jfc 2 2û -f &) siu 2 / 


a = 2b; 
l 3 d'—~ r 

tg*<=n; + ;,; 2 


y 0 = v\) = yi = y*"’^ 0 

i = c 0 

sin kl — 0 


y 0 = yo = vi " w == 0 

a = e = 0 

tg kl = i2 


| Vo = yo = 0 
| ayî' 4 -bf/J = 0 

l cyj" + rfy/ = 0 


Jb 4 ac4- [k?be -f kd{bl— a)] sin kl 
-j -le* lad cos kl — 2bd(i —cos U) 
= 0 


yo = yi == vi = y/ - 0 

a — c — 0 

. kl J kl kl 

sin - 0 und tg - - ~ — - ■ 

2 0 2 2 


[ y 0 = yi = 0 
jayo+fcyo^o 

(cyf + dyi = 0 


acfJ? sin kl 

-|- k[bc — ad) (klcoskl— sin H) 
+ bd(kl sinkl — 2 + 2cosfc2) = o 


f Vo ~ vi~ 0 , 
j2y;>'+yi=2y!'+yî=o 

a =c — l 
b = d = 1 

. kl , kl kl -h PP 

sin =0 und tg — - — — 

2 2 2 

y i\ _ A y" = À y 

s — 

y-i = yl l =yi = y| = o 


( r _ <0 

f tg — + a * (19 ~ ■- 0 und 

j\] /^+A >+]a 



j 1 A r 1 _ s 
- tg *= Îû -~- 
1 r 2 s *2 

r = 

y_ï = yl/ - y/ = yf == 0 


— tgr — 1 CEq s 
r 6 5 3 




y IV + 2 y" + y 
- ).{Ay~y") 

a- 

y-/ y-/ = y/ ^ yl = 0 


s 2 $ 

2 + sin kl 5 m si 

— 2 cos kl (£of si — 0 

i 
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(Fortsetzung). 



S. Timoshenko, 

Z. angew. Math. Mech. 3 (1923) 360 
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§10. Der Entwicklungssatz. 


10*1. Vorbemerkungen. In § 8 wurde für volldefinite selbstadjungierte 
Eigenwertaufgaben der Form (4-5) bis (4-8) die Existenz von unendlich 
vielen reellen positiven Eigenwerten bewiesen. Die Eigenwerte denken 
wir uns wieder der GrôBe nach. geordnet : o < Aj Ag A 3 • •• ; zu jedem 
Eigenwert A, gehôrt eine Eigenfunktion y i ; die Eigenfunktionen konnen 
wir uns nonniert und in verallgemeinertem Sinne orthogonalisiert denken 
(vgl. 5 - 33 ) : 


(IO-I) 



0 für i =b k , 

1 für i = k . 


Dann gilt wegen M\y k \ = X k N f y k ] auch 


(IO-2) 




o für i 4= k , 
X k für i~k. 


Wir beschüftigen uns weiterhin mit der Frage, ob inan willkürlioh ge- 
gebene Yergleichsfunktionen u{x) nach den Eigenfunktionen ,,ent- 

wickeln“ kann, d. h. ob es eine Darstellung gibt : 

00 

(io-3) u(x) = a t y k (x) 

l 

mit Konstanten a k . Auf diese Fragestellung wurden wir bereits in 2*1 ge- 
fiihrt, und der sogenannte ,,Entwicklungssatz“ ist ein wichtiges Hilfs- 
mittel, das wir an verschiedenen Stelîen gebrauchen werden. 


10-2. Fourier-Koeîfizienten. Bei dem einfachen Beispiel des Eigen- 

wertproblems 

— y" = *y. 

y (O) = y (71) =0 

gehoren zu den Eigenwerten X k — k 2 die nortnierten Eigenfunktionen 

y k ~ |/~ sin k x . Aus der Théorie der FoiJRlER-ïteihen weiB man, dafî 

man jede Vergleichsfunktion u(x ), also jede zweimal stetig difïerenzierbare 
Funktion u{x) mit u{ 0) = u{n) = o, durch u { — x ) = — u{x) zu einer in 
— n x definierten ungeraden Funktion erganzen und in eine trigono- 
metrische Reihe, hier speziell in eine Sinusreihe, entwickeln kann 1 ) : 

00 

u(x) — b k sin kx. 

1c - 1 


*) K. Knopp, Einführung in die hôhere Mathernatik, Leipzig 1942. Die Voraus- 
setzung der stetigen zweimaligen Differenzierbarkeit ist für die Entwickelbarkeit 
von u in eine trigonometrisr 1 ^ Reihe nicht erforderlich, es genügt bereits, daÛ u(x) 
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Die „FoURiER-Koeffizienten“ b k sind dabei durcli die Formeln 1 ) ge- 
geben : 

b k = '— j u ( x ) sin lcxdx . 

71 0 


Setzt man sin kx = J/5- und |/ ~ = d A . , so erhâ-lt 

Cio 

«(*) — 27 »*%(*) 


mit 


= f u(x)y k (x)dx . 


In dieseni einfachen Beispiel zeigt uns die Théorie der FouRlER-Reiheiï 
die Entwickelbarkeit einer beliebigen Vergleichsfunktion u nach den Eigen- 
funktionen y k , und wir fragen nun nach der Entwickelbarkeit bei kompli- 
zierteren Eigen wertproblemen . 

Nehmen wir versuchsweise eine Entwicklung (10*3) als gültig an, multi- 
plizieren wir sie mit ^[^.(æ)] und nehinen wir an, man dürfe die so ent- 
stehende Keihe gliedweise über das Intervall a , b integrieren, so würden auf 
der rechten Seite wegen (10*1) aile Glieder bis auf das Glied mit k — i fort- 
f allen, und man erhielte 

b 

(10*4) j u(x)N [^(æ)] dx — a i . 

« 

Diese heuristische Betrachtung führt uns zu der 

Définition: Als FOURIER-Koeffizienten a i einer gegebenen stetigen 
Funktion u(x) in bezug auf die Eigenwertaufgabe (4*5) bis (4-8) werden die 
Grôfien (10*4) eingeführt. 

Mit diesen GrôCen kann man formai die Keihe bilden : 

00 

<io- 5 ) 27 «<»,-(*), 

ï=i 

und es ergeben sich die Fragen : 

1. Konvergiert die Keihe (I0’5) ? 

2. Wenn die Keihe (10*5) konvergieft, stellt sie dann die Funktion u(x) 
dar, mit der die Koeffizienten a ■ gebildet wurden ? 


stetig und von beschrankter Schwankung ist (Knopp, Bd. II, §. 519); sogar die 
Stetigkeitsforderung kann noch gemildert werden. 
i) K. Knopp, a. a. 0 ., Bd. III, S. 504. 
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/jf+s. 

10 - 3 . Die Parsevaische Formel. Wir setzen jetzt weiterhin u(x) als 
Vergleichsfunktion voraus. Zunâchst lâfît sich zeigen, daB bei der formai 
angesetzten Reihe (10*5) stets 

i- 1 

konvergiert, daB also jedenfalls die a { mit wachsendem i gegen Null gehen. 
Dazu führen wir den „Rest“ r p (x) der Reihe (10*5) ein und setzen 

p 

(IO-6) r v (x) = u(x) — X! a iVi( x )- 

i«=l 

r p (x) ist jedenfalls eine Vergleichsfunktion. Ist r p ==o für eine Zahl p, so 
ist u eine Linearkombination der Eigenfunktionen y x , ... , y p ; dann sind 
nach (IO-I) und (10-4) a p+1 = tt p+2 ==••• = O und daher auch aile folgen- 
den r p+1 = r p+2 = • • • = O und die aufgeworfenen Konvergenzfragen trivial. 
Wir setzen daher r p ^ o voraus. 

Wenn wir zeigen kônnen, daB r p (x) mit wachsendem p für aile x aus 
a x 6 gegen O strebt, so sind die am Schlusse von 10*2 gestellten Kon- 
vergenzfragen bejahend beantwortet. 

Die Funktion r p (x) ist im verallgemeinerten Sinne orthogonal zu den 
p ersten Eigenfunktionen y x , y 2 , . . . , y p ; denn es ist mit Benutzung von 
(io-i) und (io*4) 

b b p b 

(107) f r v N[y t ]dx = f uN[y t ]dx — jjaj y^ly^dx = a k — a k = O 

a a i» 1 a ... , 

fur k = I, 2, . . p. 

Ebenso ist wegen M[y k ] = X k N [y k ] auch 

b 

(io-8) J r p M [y k ]dx = 0 für k — 1, 2, . . ., p. 

a 

Nach dem Satze in 8*3 ist daher der RAYLEiGHsche Quotient, gebildet mit 
der Funktion r p , eine obéré Schranke für den (p + l)-ten Eigenwert A p+1 ; 

*[r p ]^K + i- 

Nun sind in den RAYLEiGHschen Quotienten 

R [r v ] =~ mit Z f = J r v M\r p ]dx und N p = fr N[r p ]dx 

iV p a a 

die Zâhler Z p beschrànkt. Denn es gilt wegen (io*8) und (10-2) 

(10-9) / uM \u\dx = f(r p +JJ \r p + £ a i y i dx 

a a \ i- 1 / L t-1 

= Z P + f(l 7 a i^) M S a iVi dx 

a \i- 1 / li-1 

~ Z P + J7 a i*i> 

i-1 
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auf der linken Seite steht die feste Zahl 

b 

J uM[u] dx , 

folglich sind die Z p flir aile p beschrânkt; ans R[r p \ ergibt sich 



Da Z p beschrânkt bleibt und A p+1 mit wachsendem p unbegrenzt wâchst, 
strebt N p mit wachsendem p gegen O. Analog zu (10-9) gilt wegen (10*7) 
und (io-l): 


/ uN [m] dx = f (r p + jj a t y\ N 
a a \ i - 1 / 

(io- 10) = N ,> + / a i uj 




2 V 


P 

S a iVi 
1-1 


dx 


Flir p 00 erhâlt man somit die sogenannte PARSEVALsche Formel 

00 b 

(IO-II) 2J aj = J uN[u] dx. 

1 = 1 tt 

Aus ihr kann man leicht eine ebenfalls oft gebrauchte Formel ableiten, 
die sich auf zwei Vergleichsfunktionen u(x ), v(x) und ihre FouRiER-Kon- 
stanten b t bezieht. Schreibt man nâmlich die PARSEVALsche Formel für 
die Funktion u(x) -J- v(x) auf: 


j7(«i + b t f 

1 = 1 

b b b b 

— f (u v) N [u v] dx = J uN [u]dx - f- 2 f uN [v] dx + J vN [v] dx 

a a a a 

und zieht von dieser Gleichung die PARSEVALschen Formeln flir die Funk- 
tionen u und v ab, so erhâlt man 

00 b 

(10*12) JJ a fii ~ J uN[v]dx . 

i = l a 

Zusatz i: Man kann unter etwas schwâcheren Voraussetzungen an- 
statt der PARSEVALschen Gleichung (io-ll) eine PARSEVALsche Unglei- 
chung (10*13) aufstellen. Dazu wird der Begriff der ,,halbzulâssigen“ 
Funktion eingeführt. Damit nâmlich eine Funktion u(x) bei beliebig ge- 
gebener Vergleichsfunktion v die Bedingungen 

b b 

f uN[u]dx>o, J (uN[v] — vN[u])dx = o 
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erfüllt, ist im allgemeinen nicht notig, daB u selbst eine Vergleichsfunktion 
ist, sondern es genügt, daB u 2w-mal stetig differenzierbar ist und einen 
Teil der vorgegebenen Randbedingungen U [y] — o erfüllt (welche und 
wie viele Randbedingungen das sind, kann man stets leicht dureh Teil- 
integration, vgl. 4*3 und 4-9, feststellen). Eine Funktion, die diese Rand- 
bedingungen erfüllt und für welche w (2w) existiert und stetig ist, soll halb- 
zulàssig heiBen. Für eine solcbe Funktion ist (10*7) erfüllt, und die Glei- 
chung (io-io) ergibt für sie wegen N p ^> 0 die PARSEVALsche IJngleichung 

00 b 

(10*13) JJ a“<; J uN [u\dx . 

ï-1 a 

Zusatz 2: Als Nebenresultat liest man wegen Z p o ans (10*9) die 
sogenannte BESSELsche Ungleichung ab : 

00 b 

(10*14) JJ ^i a i ^ JuM \u]dx . 

i-l a 

Wir fassen die Ergebnisse dieser Nummer noch eininai zusamnien: 

Satz: Die Eigenwertaufgabe (4*5) bis (4-8) sei selbstadjungiert und voll- 
definit. Es sei u(x) eine Vergleichsfunktion und a i ihre F ouner koeffizienten 

00 00 

nach (10-4). Dann konvergieren die Reihen JJ a 2 und JJ und zwar gilt 

t'=l i*=l 

( Parsevalsche Glêichung, bzw. Beàselsche Ungleichung ) : 

00 b oc b 

JJ af — J uN | u]dx; JJ <1 J uM\u]dx . 

ï-=l a i >=1 a 

Ist u keine Vergleichsfunktion , sondern nur eine halbzulàssige Funktion , 
so besteht die Parsevalsc^ Ungleichung (10.13). 

10 - 4 . Hilfssatz tiber gewisse Reihen mit Eigenîunktionen. Im fol- 
genden benotigen wir (wieder für die selbstadjungierte volldefmite Eigen- 
wertaufgabe (4*5) bis (4*8)) die Konvergenz der Reihen 

(IO-I5) £ (v = O, I, . . . , m — I) 

*=-1 h 

der Quadratsummen der r-ten Ableitungen der Eigenfunktionen y k , noch 

dureh die Eigenwerte dividiert 1 ); v sei im folgenden fest gewàhlt. 

Zum Beweise der Konvergenz betrachten w*ir eine Funktion w(x), die 
ra-mal stetig differenzierbar sein und die Randbedingungen 

(io*i6) w(a) = w' (a) — • * • = w {m ~ 1 fa) — ?”(&) — w'(b) = • ■ • 

= «r (m - 1> (6)= o 


*) Der folgende Beweis wurde gegeben von E. Kamke, Math. Z. 46 (1940) 273. 
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erfüllen soll, sonst aber ganz beliebig sein kann. Mit ihr bilden wir die 
Zahlen a k 

(10-17) a k = f w(x)dx . 

a Ak 

Diese Zahlen a k lassen sich als FoURlER-Koeffizienten einer Yergleichs- 
funktion v(x) auffassen, die als Lôsung der Randwertaufgabe 
M\v] — ( — l) r ir (,,) (a-) , 

U /t [v] == o (pi — I, 2, . . . , 2 m) 

festgelegt ist. Dieses Randwertprobleni bat, da Â = O kein Eigenwert ist, 
eine eindeutig bestimmte Lôsung v(x), die durch die OREENsche Funktion 
nach (5*20), (5*2i) darstellbar ist : 

b 

v(x) — (— 1 y f G(x, £)w (r) (£)d£ . 

Man rechnet nun leicht die FoURlER-Koeffizienten von v(x) aus: 

b b b b 

f v(x)N [y k (x)]dx — f -~M\y k ]dx = f~M\v\dx — ( — I)’’ fi-w (v) dx: 

J J }. k J ?. k J A k 


v-itialige Teilintegration unter Berücksichtigung der Randbedingungen 
(IO-IÔ) bestatigt, daB die FouRTER-Koeffizienten von v mit den Grôfien a k 
von (10-17) übereinstimmen. 

Die BESSELsche Ungleichung (10-14) Lmtet für die Vergleichsfunktion 
v(x) und für irgendeine natürliche Zahl p: 


b p v J y^' ) (x)w(x)dx 

f yj h k ai = ; 

J k -- 1 k - 1 


jjt^m w(x)w ^ dxd i. 


Andererseits ist 


J vM [v\dx — (— i)*' f vw (v) dx — fj O'x, £)w {v) (x)ut v) (£)dxd£ . 

a a « fi 

Wegen (io-i6) ergibt v-malige Teilintegration sowohl nach x als auch nach £: 




w(x)w(Ç)dxd$; 


denn nach dem Zusatz in 5-3 existiert wegen 2 v <; 2 m — 2 die partielle 
Ableitung 

d* v G(x,$) 


dx v d r 
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und ist eine stetige Funktion in x und £. Vergleicht man die beiden Er- 

b 

gebnisse für J trM [v] dx miteinander, so erhalt man 

a 


( 10 * 



d* v G(x,Ç) 

cx v d^ 


V 



l w(x)w({) dxd ^ 0 , 
h \ 


Da diese Ungleichung für jede Funktion w(x) gelten soll, die nur ra-mal 
stetig difîerenzierbar sein und die Randbedingung (io*l6) erfüllen soll, er- 
gibt sich für x — f 


(10*19) 


a* 


Denn hatte in (10*18) die geschweifte Klammer an einer Stelle x = f = x 0 
einen negativen Wert, so hatte sie wegen der Stetigkeit auch in einem hin- 
reichend kleinen Quadrat 


\X— X 0 \ \Ç—X 0 \ 

einen negativen Wert. Man kônnte dann eine Funktion w(x) so wahlen, 
daü sie für \ x — æ 0 | <e positive Werte annimmt und sonst verschwindet, 
und die Ungleichung (X0*l8) wâre verletzt. 

Mit (10*19) ist die behauptete Konvergenz bewiesen. 

10*5. Konvergenz der Fourier-Reihe (10*5)1 Wir kônnen nun die erste 
de r beiden in 10*2 aufgeworfenen Konvergenz fragen beantworten. 

Satz: Die Eigenwertaufgabe (4*5) bis (4*8) sei selbstadjungiert und voll - 
définit. Es sei u eine Vergleichsfunktion, und mit ihr seien die Fourier-Koeffi- 
zienten a { nach (10*4) gebildet. Dann konvergiert die mit diesen nach (10*5) 
aufgestellte Reihe und die durch gliedweise v-malige Différentiation ( vdarfeine 
der Zahlen O, 1,2, . . ., m — I sein) entstehende Reihe 

(io-20) EaJlHx), 

i-1 

und zwar konvergiert sogar die Reihe der absoluten Betràge der Glieder gleich - 
mâpig im Intervall a, 6. 


Das sieht man unmittelbar durch Anwendung der ScHWARZschen IJn 
gleichung 1 ) ein; nach dieser ist für zwei natürliche Zahlen p, q 


( è i iï = ( è 1 « 1 ( Ê «?*«) ( i 

U»p / V-P ! \i~p / \i-p 


^ / 


1 ) K. Knopp, Einführung in die hôhere Mathematik, Leipzig 1942, Bd. I, S. 106, 
133. Die ScHWARZsche Ungleichung besagt: Sind e lf c it . . ., c n und d lt d 2 , . . ., d n 
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Hier geht auf der rechten Seite die erste Klammer nach der BESSELschen 
Ungleichung (10*14) g e g en O für p,q-> 00 (und zwar unabhângig von x), 
und die zweite Klammer bleibt nach der Formel (10*19) beschrànkt, gleich- 
mâfiig in x. Also gilt auch 

Q 

S l a iÿi* , ( a: )| 0 für p,q-> oo 

i~P 

gleichmâfiig für aile x aus dem Intervall a <£ x ^ b, d. h. die Reihe (10*20) 
konvergiert absolut und gleichmâfiig in x. 

10-6. Der Entwicklungssatz. Beweis im Falle n = o. Nun ist noch 
zu untersuchen, welche Summe die Reihe (10*5) hat. Dazu ziehen wir die 
verallgemeinerte PARSEVALsche Formel (10*12) heran, in der v irgendeine 
Vergleichsfunktion mit den FoilRlER-Koeffizienten b { ist: 

00 b 

yj a. b i — J uN [v] dx . 

i«= 1 a 

Setzt man hier die Werte der FoiTRIER-Konstanten 

b b 

bi — f vN[y { ]dx = / y { N[v]dx (i = I, 2, . . .) 

a a 

ein, so erhâlt man (Vertauschung von Summation und Intégration ist 

oo 

wegen der in 10*5 bewiesenen gleichmâfiigen Konvergenz von y i er- 
laubt) 

/ |«(*)— S a i Vi (*)|-Sf[»]«f*=0. 

Setzen wir 

oo 

(10-21) U(x) = u(x) — JJa i y i {x), 

t« 1 

so gilt also für aile Yergleichsfunktionen v(x) , 

b 

(10*22) f U(x)N[v]dx — 0 . 

a 

Von der Funktion U (x) wissen wir : Sie ist (m — i)-mal stetig difïerenzier- 
bar und erfüllt von den Randbedingungen (nach der Einteilung der Rand- 
bedingungen in 4*2) aile wesentlichen Randbedingungen (denn u und 

beliebige reelle Zahlen, so gilt 

(Mi + * * * + c n dn ) 2 ^ ( c i + * * * + Cn)'(d 1 + • • • + d \) . 

Diese Ungleichung folgt unmittelbar aus der Identitàt 

(*î + • • • + cj) (d* + • • • 4- d n ) ~ (Mi + h Mn) 8 = Zi c k d l ” M*)* ^ 0 

k>l 
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erfüllen diese Bedingungen). Wenn wir autterdem wüiiten, daB U ( x ) sogar 
2w-mal stetig differenzierbar urid eine Vergleichsfunktion ist, so würde 
(10*22) besagen, daB sàmtliche FOURIER-Koeffizienten u p von U (x) nach 
(10*4) verschwnnden. Nach der PARSEVALschen Formel (io*ii) miiBte dann 

b 

f UN[U]dx = o 

a 

und wegen der Vorauasetzung (8*2) U — o-sein. Damit wàre der Entwick- 
lungssatz für eine beliebige Vergleichsfunktion u(x) bewiesen. 

Man kann auch ohne die unbewiesene Aussage, daB U (x) eine Ver- 
gleichsfunktion sei, in vielen Fâllen auf Grund der oben angegebenen Eigen- 
schaften von U (x) den SchluB auf U (x) == o ziehen. Wir wollen uns hier 
auf den Fall einiger Problème der Eingliedklasse beschrànken, obwohl man 
noch etwas weitergehende Falle behandeln kann 1 ). 

Die Differentialgleichung habe die spezielle Gestalt (4*22) 

M [y] = XN [y] = A(- I)" [y„(x) y<"> f> 
mit g n {x) >0, und unter den Randbedingungen sollen die Bedingungen 
(die wesentliche Randbedingungen sind) 

(10-23) y (a) = y' (a) = • • • = y ( * _1) (a) = y(6) == y' (b) .= ••• = y f " -1, (&) = o 
vorkommen. Im Falle n — o, also bei den speziellen Eigenwertproblernen 
M\y ] = kg 0 (x)y, braucht liber die Randbedingungen keine weitere Vor- 
aussetzung (10*23) gemacht zu werden; in dieseni Falle folgt aus (10*22) 

b 

(10*24) J g 0 Uvdx = o 

U 

ohnehin, daB U =1 0 sein muB, denn wàre U 4 = o, etwa U > 0 an einer 
Stelle x 0 , so wàre wegen der Stetigkeit von U auch in einem kleinen Inter- 
vall \ x — x 0 | e die Funktion U >*0, und wàhlt man v hinreichend oft 
differenzierbar, v > o in | x — j 0 | < e und v = O sonst, so wàre (10*24) verletzt. 

Der Entwicklungssatz i^t damit im Falle n = o bewiesen. Für n > 0 
sind einige Hilfsbetrachtungen erforderlich ; der Beweis des Entwicklungs- 
satzes wird erst in 10*8 abgeschlossen. 

10*7. Ein Hilfssatz von Zermelo. Im Falle eines beliebigen n in der 
Differentialgleichung (4*22) folgt aus (10.22) unter unseren Voraussetzungen 
durch n-malige Teilintegration 

b 

(10*25) / g n U {n) v {n) dx — o. 

a 

U (n) existiert wegen n < m — 1 und ist stetig 

1 )-E. Kamke, Math. Z. 46 (1940) 276 — 280. Eine Lücke im dortigen Beweis 
wird durch Verwcndung der Funktionen V (e, h, x) von (10-30) geschlossen. 



Hilfssatz von Zeèmelo. 


159 


Diese Gleichung gilt für aile Vergleichsfunktionen v. Hieraus kann mari 
nach einer auf Zermelo zurückgehenden 1 ) SchluBweise folgern, daB die 
Funktion g n £/ (w) , für die wir zur Abkürzung y(x) schreiben, ein Polynom 
P n _i von hôchstens ( n — i)-tem Grade ist: 

(10-26) y{x) = g n u (n) = P„_ l (x). 

Zum Beweis werden einige Hilfsbetrachtungen benôtigt. 

Das LAGRANGEsche Interpolationspolynom N (x), welches mit einer 
vorgegebenen Funktion f(x) an n vorgeschriebenen Stellen a l9 a 2 , . . a n 
übereinstimmt, ist durch die Formel gegeben 2 ): 


(10*27) 


*{*)=è 


L(x)f(a v ) 

(x - a v ) L'(a v ) ' 


Dabei ist L(x) = (x — «^(x — a 2 ) • • • (x — a n ) gesetzt. 

Setzt man in (10*27) für /(#) e in Polynom ( n — l)-ten Grades ein, so 
stimmt N (x) identisch mit f(x) überein. Greift man eine weitere Stelle 
x = a 0 heraus, so laBt sich die Gleichung 


mit 


wègen 


/K) =U 


£K)/(«.) ■ 

(«0 — <* v ) L'{a v ) 


n 

<p( x ) = fh x ~ = (* — a o) 'M*) 

r -0 

¥ (“0) = L (°o) - ¥ K) ~ — a o) h ‘ (<*.) f'ir V > o 


in der symmetrischen Gestalt schreiben: 


(10-28) Ê n r,=°- 

,ro <p K) 

Diese Beziehung wird also von jedem Polynom /(x) vom (n — i)-ten Grade 
erfüllt. 

Nun seien a l9 a 2 , . . a n irgendwelche Abszissen aus dem offenen In- 
tervall a, b und f(x) das Pblynom hôchstens ( n — i)-ten Grades, das an 
diesen Stellen mit der Funktion y{x) — g H U {n) übereinstimmt. Wenn wir 
für beliebig gewahltes a 0 die Gleichung 


(10*29) 


y r(Q 

rTo ?>»> 


= 0 


*) E. Zermelo, Math. Ann. 58 (1904) 558—564. 

2 ) G. Kowalewski, Interpolation und genâherte Quadratur, Leipzig und 
Berlin 1932, S. 7. 
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beweisen kônnen, so folgt, dafi der Wert y (a 0 ) mit/(a 0 ) übereinshimmt, d. h. 
y(x) ist selbst ein Polynom hôchstens (n — i)-ten Grades, wie in (10*26) 
hehauptet. 

Znm Beweis von (10*29) wird zu den jetzt als fest angesehenen Stellen 
à 0 , a 1<5 . . a n eine Hilfsfunktion rj(x) konstruiert, die aus einem bald er- 
sichtlichen Grande mit rj — F(o, h, x) bezeichnet wird; h sei eine positive 
•Zabi und à h sei ltleiner, als die kleinste Differenz der n -f- I Zahlen a- und 
der Zàhlen a und 6. Nun wird F (O, h, x ) aus Polynomen in folgender Weise 
zusammengesetzt : 
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lichen, Randbedingungen des vorgelegten Eigenwertproblems (vgl. die Ein- 
teilung der Randbedingungen in 4-2). Aber sie ist wegen der Unstetigkeit 
der n-ten Ableitung noch keine Vergleichsfunktion, es müssen erst noch 
diese Unstetigkeiten behoben werden. Die Unstetigkeiten treten an den 
2 n + 2 Stellen a v ± h (für v = 0, 1, . . . , n) auf. Es sei 2 e kleiner als die 
kleinste Differenz dieser 2 n 2 Stellen und der Stellen a und b. Dann 
ândern wir in den 2 n -j- 2 kleinen Intervallen der Lange 2 e um die 
Stellen a v die Funktion rj = F (O, h, x) in folgender Weise zu einer 
Funktion F (£, h , x) ab, die 2 ra-mal stetig differenzierbar und damit eine 
Vergleichsfunktion ist. 

Es sei P(x) ein Polynom von hôchstens (4 m + l)-tem Grade, welches 
bei x — — I mit seinen Ableitungen bis zur 2m-ten Ordnung einschlieû- 
lich verschwiijdet und welches bei x = -f- I mit der Funktion x n im Funk- 
tionswert und den Ableitungen bis zur 2m-ten Ordnung übereinstimmt, also 


Dann setzen wir 


(10*30) V(e,h,x) — 


— 0 

für v 

= 0 , I, . . ., 2 m 





für v 

= 0, 1, . . . , n 




1 0 

für v 

— n-\~ly n + 2 , 


. , 2 m. 


V ,- !•(*) + 

€ n 

p ^ ° v 






für a v — h — e 


x ^ a v 

— h -f~ c 

v<>( x ) — 

€ n 

< t :■ i 






für a v + h — e 


x <£ a v 

-\-h -\- e 

. V (0, h, x) 


sonst 





Diese Funktion V (e, h, x) ist für jedes positive e, das nur genügend klein 
ist, so daÛ sich die einzelnen Intervalle der Lange 2 e nicht überdecken, eine 
Vergleichsfunktion und darf als Funktion v in (10*25) eingesetzt werden: 


b 

(10*31) J y (x) F ( '° {e, h, x) dx = 0 . 


Gehen wir zur Grenze e ■-> o über, so erhalt man 

b 

(10*32) f y (x) F (n) (o, h, x) dx — o y 

a 

denn F (n) (e, h t x) ist von F (n) (o, hy X) nur in den 2n + 2 Intervallen der 
Lange 2 e verschieden, der Unterschied kann durch 

n! + |P< tt) l m ax in (-1,1) 

Min | <p'(a v ) | 

V 
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also eine von e unabhângige Schranke abgeschâtzt werden; damit unter- 
scheiden sich die Intégrale auf den linken Seiten von (10*31) und (10*32) 
um hôchstens ( 2 n + 2) 2 e • K • |y| max , und da dieser Betrag mit e gegen 
Null geht, ist die Grenzwertaussage (10*32) gesichert. 

Setzt man nun in (10*32) für F <n) (o, h, x) die in der obigen Tabelle für 
rf H) angegebenen Werte ein, so verschwindet der Tntegrand überall, auBer 
in den n - j- I Intervallen von a v —~ h bis a v -(- h : 

il ïhr {x)dx =°- 

a v —h 

Dividiert man durch 2 hn\ und geht zur Grenze h -+ O über, so folgt wegen 
der Stetigkeit von y(x) die Beziehung (10*29), die bewiesen werden sollte. 


10*8. Der Entwicklungssatz, AbschluB des Beweises für n>o. Jetzt 
kônnen die in 10*6 angefangenen Überlegungen schnell zum Ende geführt 
werden. Die in der vorigen Nuinmer 10*7 durchgeführten Hilfsbetrach- 
tungen hatten folgendes Ergebnis geliefert : u(x) sei eine Vergleichsfunktion 
und U (x) nach (10*21) der Unterschied dieser Vergleichsfunktion u(x) von 
der formai für u{x ) aufgestellten FOURIER-Reihe. Dann ist durch (10*29) 
bewiesen, daB die Funktion y{x) = g n U (n) ein Polynom P H _i von hôchstens 
(n — l)-teni Grade ist, vgl. (10*26). n-malige Différentiation von y(x) er- 
gibt daher 

[ gnV (n )]{ n )==0 

Die Funktion U geniigt dieser Differentialgleichung und den 2 n Rand- 
bedingungen (10*23) und uiuB daher identisch verschwinden ; denn sonst 
wàre sie eine Eigenfunktion des selbstadjungierten, die Bedingungen (8*2) 
erfüllenden Problems 

(- 1 ) n [g«y M r ) = h 

mit den Randbedingungen (10*23), und zwar'gehorte sie zum Eigenwert 
A = O. Dieses Problem hat aber als volldefinites Eigenwertproblem nur po- 
sitive Eigenwerte. Somit gilt der 

Satz (Entwicklungssatz): Die Eigenwertaufgabe (4*5) 6ts«(4*8) er- 
fülle die Voraussetzungen: 

1. N [y] haidiespezielleGe 8 talt N [y] = (— 1)” [g n (x)y (n) J (n > mit g n {x)> O. 

2. Die Aufgabe ist selbstadjungiert , und die Bedingungen (8*2) der Voll- 
definitheit sind erfüllt. 

3. U nier den Randbedingungen kommen die Bedingungen (10*23) vor: 

y (a) — l /'(«)=••• = — y {b) = y'(b) = --- = ÿ ,n-l) ( 6) =o 

Dann lafit sichjede Vergleichsfunktion u(x) in eine Reïhe nach den Eigen- 

funktionen entwickeln , für welche die Reïhe der absoluten Betràge der Glieder 
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gleichmafiig im Intervall a, b konvergierl : 

» 

u ( x ) — S a ,yA x ) . 

i=l 

wobei die a t durch (10-4) gegeben sind, und die.sc Gleichung darf gliedweise 
(m — 1 )-mal differenziert werden. 

Bei speziellen Klassen von Problemen kann man zeigen, dafi nicht nur 
die Vergleichsfunktionen, sondern aile stückweise stetigen Funktionen mit 
quadratisch integrierbarer erster Ableitung in Reihen nach den Eigenfunk- 
tionen entwickelt werden konnen 1 ). 


§ 11. Erganzungen. 

111. Elementarer Beweis der Minimaleigenschaft bei Gfleichungen 
zweiter Ordnung. Für die speziellen Eigenwertprobleme der Gestalt 

(ii-i) — ( fiy'Y + f 0 y = ^9 0 y 

mit den Randbedingungen y (a) = y {b) = O kann man die Minimaleigen- 
schaft des kleinsten Eigenwertes A x , die durch den Satz in 8*1 beschrieben 
ist, voilig elementar (ohne Benutzung von GREENscher Funktion usw.) auf 
Grund einer auch für manche anderen Beweise nützlichen ldentitàt (II *6) 
beweisen. Da die Minimaleigenschaft die Grundlage des RiTZschen Ver- 
fahrens liefert und (il-i) eine sehr oft vorkommende Differentialgleichung 
ist, sei hier der Beweis wiedergegeben, obwohl das Ergebnis bereits in 
Satz 8-2 enthalten ist. 

t)ber eine Ausdehnung der Beweismethode auf Gleichungen vierter Ord- 
nung vgl. die zweite Übungsaufgabe in 11*4. 

Uni den elementaren Charakter des Beweises zu wahren, werden hier 
verschiedene Dinge noch bewiesen tverden, die dem geübteren Leser ge- 
la ufig sind. 

Über die Funktionen f x> f 0 , g 0 wird vorausgesetzt : Im Intervall a<^,x<*b 
sèien f l9 g 0 positiv, / 0 , g 0 stetig und f x stetig differenzierbar. 

A. Existenz einer Eigenfunktion. Wir beweisen zunàchst, dafi 
inindestens ein reeller Eigenwert vorhanden ist und dafi die zum kleinsten 
reellen Eigenwert Aj zugehorige Eigenfunktion y x in a < x < b von Null 
verschieden ist, also etwa als positiv angenommen werden kann. 

Eine Eigenfunktion y von (ii-i) kann nur einfache Nullstellen hahen; 
denn würe etwa für x — x 0 : 

y(* 0 ) = y' ( x o) ~ 0 3 


) Vgl. Fufinote 1 von S. 108, insbesondervi a. a. O. S. 371. 



164 


3- Kurzer AbriB der mathematischen Théorie. 


so müûte y als durch Anfangswerte eindeutig festgelegtes Intégral einer 
linearen homogenen Differentialgleichung zweiter Ordnung mit f x 4 = 0 
identisch verschwinden. Insbesondere muB also y' (a) 4=0 sein. 

Wir denken uns die nur bis auf einen konstanten Faktor bestimmte 
Eigenfunktion jetzt durch die Bedingung y' (a) = I festgelegt. Nun be- 
trachten wir die Lôsung z(x, A) der Anfangswertaufgabe : 


(ll*2) 


j— </i*y +/o*=^0o 2 

\ z (a) = 0, z' (a) — I . 


Für jedes reelle A ist z(x , A) 
hierdurch eindeutig festge- 
legt (vgl. Abb. HT), und 
diejenigen Werte von A, für 
die z(b, A) — O wird, sind 
die Eigenwerte À von (il T). 
In einer hinreichend kleinen 
rechtsseitigen Umgebung von 
x — a ist z(x, A) für jedes 
feste A positiv (denn gabe es 
kein solches Intervall, ware 
also x = a Hâufungspunkt 
von Stellen mit z<; o, so 
müBte auch z' {a) O sein 1 )). 
Für sehr groBe négative Werte von A ist z(x, A) im ganzen Intervall 
a < x <£ b positiv ; denn für 

(xx-3) 

ist / 0 — yl gr 0 > 0 ; wàre nun z(x, A) nicht für aile x > a positiv, so müBte 
z(æ, A) eine erste auf a folgende Nullstelle x = £ > d besitzen, dort ware 
z' <0, wàhrend aus (II -2) durch Intégration von a bis £ folgen würde: 



Abb. ii*i. Verlauf von z(x, A) für verschiedene 
Werte von A. 


/i*'(f)=/i(«)-x + / (f 0 — Ag 0 )z(x)dx>o. 


Nun ist z(x , A) als Funktion von A stetig (sogar differenzierbar) und für 
jedes feste A eine zweimal stetig differenzierbare Funktion von x. Be- 


*) Man kann auch leicht (z. B. unter Benutzung der zu (11-4) führenden Trans- 
formation und Vergleich mit der Differentialgleichung (11-5) mit konstanten Koeffi- 
zienten) positive Konstanten c x und c s so angeben, daB z(x. A) >0 ist für 

a < x + c x (c a 4- |d|)”£; 

vgl. hierzu J. Horn, Gewôhnliche Diffgl. 2. Aufl. Berlin und Leipzig 1927, S. 93. 
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trachten wir z(x, A) fût von — 00 an anwachsendes À, so ist zuerst z für 
a < x b positiv. Es sind nnn folgende zwei Fâlle denkbar : 

I. z(x, A) ist für aile A und aile x aus a < x b positiv. 

II. z(x, A) ist nicht für allé A und aile x aus a < x <* b stets positiv. 

fta für genügend stark négative A (z. B. für die A mit (11*3)) z > O ist 
für a < x <; 6, muB es im zweiten Fall wegen der Stetigkeit von z und z 
in x und A ein kleinstes A — A x geben, für das erstmalig z — O wird für ein 
x = x 0 mit a < x 0 <; 6, also z(x 0 , A x ) — 0 und z{x, A) > 0 für A < A 1 
und a < x ^ 6. (Nennt man x A die erste auf a folgende Nullstelle von 
z(x, A), so ist z'(x a ,A) <0, also kônnen sich die x A für A -* A x wegen 
der Stetigkeit von z' und z' (a, A) = I der Stelle a nicht beliebig nâhern.) 

In diesem Fall kann nur x 0 = b , also 
z(b y ylj) = o sein und z(x , A x ) > o für 
a < x < 6, d. h. ylj ist der kleinste Eigen- 
wert Aj und die zugehôrige Eigenfunktion 
ist positiv für a < x < b. Denn ware 
z(x Q , A x ) = 0 mit a < x 0 <b, so wie in 
Abb. II-2, so müBte, da z(x,A x ) O für 
aile anderen x des Intervalls a < x b ist, z! (æ 0 , A x ) = o sein; es 
kann aber nicht z und z' zugleich an derselben Stelle r 0 verschwinden, 
wie oben für y dargelegt wurde. 

Es ist mithin nur noch zu zeigen, daû bei der Fallunterscheidung der 
Fall I nicht auftritt. 

Wir führen an Stelle Tr on x eine neue unabhiingige Veranderliche f ein 
durch 


2(kM / 


K 

Abb. 1 1*2. Zum Beweise in ii*i. 



f = 



dt 

/i(') * 


Das £-Intervall a, b wird dabei wege^f 1 (x) > o umkehrbar eindeutig auf 
das Intervall o, |(6) der |-Achse abgebildet; setzt man 

a(*(f)) = »(f); /„(*«)) =*,(0; ?.(*«» =Go(«. 

(Z x 

sô geht die Anfangswertaufgabe (ii*2) wegen — = / x (x) = und 

^ — ^(2;) z'(æ) , wenn nunmehr in diesem Abschnitt ii-i A Striche Ab- 
leitungen nach £ bedeuten, über in 
, w" = - *(&»(£) = -/1G 0 (£)M£) 

4 w(o) = 0, w'(o)=F 1 (o). 

In dem Falle I der Fallunterscheidung müBte nun w(£, A) für aile A und 
ftir aile £ aus o < £ £(6) positiv sein, wir zeigen jedoch, dafî dies nicht 
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mehr zutrifft für groBes positives A. Dazu vergleichen wir w(£, A) mit der 
Losung v(£) = y F 1 (o) sin kÇ der Differentialgleichung 
(n*5) v " = — k 2 v 


mit denselben Anfangsbedingungen t?(o) = o, v'(o) = 2 ^( 0 ). 

Die nachste auf £ = 0 folgende Nullstelle von v(£) ist £ — wir be- 
trachten jetzt nur nocb das Intervall O <£ £ ~ , das wir mit J be- 

zeichnen, und wàhlen k > —y , so daB J in 0, £ (6) enthalten ist. 

Wir wàhlen ferner A so groB, daB s(£) > k 2 ist für aile £ aus dem Inter- 
vall «/, wir brauchen dafür nur 

a ^ k 2 4* Max (F 1 j/’o)) 

zu setzen. Multiplizieren wir die erste Gleichung (11*4) mit v , (11*5) mit w, 
so lautet die Differenz 


w" v — v" w — — (s(£) — k 2 )vw . 

Ware nun w > o für aile £ im Innern von J, so ware dort die rechte Seite 
der letzten Gleichung negativ und daher auch das liber dieses Intervall von 
o bis £ erstreckte Intégral 

i 

w' v — v' w = — J («(£) — k 2 ) vwd$ < o (für £>0 aus J) 

0 

Für £ = ~ folgt wegen v — 0 , v' = — ^(o) < o hieraus w < o im 

Widerspruch zur Annahme w > 0. Es kann also nicht w(£, A) und daher 
auch nicht z(x , A) für aile x mit a < x <£ b und aile A positiv sein, und da- 
mit ist die Existenz eines kleinsten reellen Eigenwertes und einer im 
Intervall a < x < b positiven erstén Eigenfunktion gezeigt. 

B. Minimaleigenschaft des kleinsten Eigenwertes. Der 
Beweis für die Minimaleigenschaft von Aj beruht nun auf der folgenden 
Identitat für irgend drei Eunktionen u,f, y, für die nur y" an eineT 

betrachteten Stelle x existieren müssen und y(x) 4=0 ist: 


(n-6) + 

Man bestatigt diese Identitat durch Naehrechnen: 

(^y=yW)'+^-^ 

= y(/yT + «'*/— /(«'* — 

woraus (ll*6) unmittelbar folgt. 


+ 
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Nun sei u eine beliebige ,,zulâssige Funktion", d. h. eine riicht identisch 
verschwindende, die Randbedingungen u(a) = u(b) = o erfüllende, stetig 
differenzierbare Funktion (es würde sogar genügen, an Stelle der stetigen 
Differenzierbarkeit nur zu verlangen, daB u stückweise stetig differenzierbar 
ist und daB u' (a) und u' (b) existieren). Ferner setzen wir in der Identitât 
/ — f x und y gleich der ersten Eigenfunktion y x , deren Existenz bereits 
bewiesen wurde. Dann ist also nach (ll*l) 


ifiViY 

l'i 


— fo A îffo ■ 


Tntegrieren wir (n*6) über das Intervall a , 6, so verschwindet die linke 

^eite; denn y[ verschwindet nicht an den Randstellen, folglich hat — 

u 2 

an den Randstellen endliche Grenzwerte und den Grenzwert Null. Auf 

Vx 

der rechten Seite hat y x | ^ j = u — y[ ~ an den Randstellen endliche 

Grenzwerte, so daB bei Intégration das Intégral existiert. Somit erhàlt man 
bei der Intégration 

b b b 

f u 2 (f 0 — Ajg 0 )dx+ j u 2 f 1 dx — j~ f 1 y\ | *- j * dx = o 


Das dritte Intégral hat nun, da y x auBer bei x — a und x — b im 
Integrationsintervall keine weiteren Nullstellen besitzt, wie oben gezeigt 
wurde, einen endlichen (und wegen f x > o) nichtnegativen Wert. Den 


Wert 0 hat das dritte Intégral dann und nur dann, wenn 


(;)'=»■ ih - 


wenn u selbst eine erste Eigenfunktion ist. LàBt man das dritte Intégral 
fort; so hat man also das Gleichheitszeichen durch zu ersetzen, und 
man erhàlt 


( 117 ) 


Sifiu " 1 +fo u *)dx 



J u2 dx 


d. h. also der kleinste reelle Eigenwert Aj ist zugleich der kleinste Wert, den 
der in (11*7) rechtsstehende Quotient annehmen kann, wenn u den Bereich 
aller zulâssigen Funktionen durchlàuft; das Gleichheitszeichen steht dabei 
nur dann, wenn u selbst eine erste Eigenfunktion ist. 

Für dén zweiten Eigenwert A 2 würde man mittels der hier beschriebenen 
Beweismethode die Aussage erhalten : Ist f die im Innem von a, b gelegene 
Nullstelle der zweiten Eigenfunktion t/ 2 , also y 2 (£) — o, so ist A^das Mini- 
mum, das der in (il *7) rechtsstehende Quotient annehmen kann, wenn man 
von der zulâssigen Funktion noch zusâtzlich fordert, an der Stelle f zu ver- 
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schwinden, also u($) = 0. Die Nebenbedingung ist also jetzt eine andere als 
bei dem Satze in 8*3. 

C. EinschlieBungssatz für den ersten Eigenwert. Wir 
schlieBen einen elementaren, von J. Barta gegebenen 1 ) Beweis für 
einen Spezialfall des EinschlieBungssatzes an, der eine von der Identitàt 
(ll*6) etwas abweiehende Identitàt (il *8) benutzt. Diese lautet für irgend 
drei Funktionen u , /, y , für die nur u " , / y " an einer betrachteten Stelle x 
existieren müssen und u(x) 4=0 ist: 

(n-8) (fy’Y = (/«')' — —[/(“' y — *»')] • 

Von der Richtigkeit dieser Identitàt überzeugt man sich leicht durch 
Ausdifferenzieren der eckigen Klammer. 

Nun sei u eine beliebige Vergleichsfunktion, d. h. eine zweimal stetig 
differenzierbare Funktion mit u(a) — u(b) =0, die jedoch im Innern des 
Intervalls nur positive Werte annimmt : 

u(x )>0 für a<x<b. 

Ferner setzen wir in (n-8) für / die Funktion^ von (II-I) und für y die 
erste Eigenfunktion y l ein, von der wir bereits wissen, daB sie im Innern 
nicht verschwindet, also etwa ^>0 für a<Jx<£>; dann ist nach (ll*l) 


(hv[Y =/oyi— 

und (il -8) geht nach Division durch g B y 1 über in 


(Il -9) 


V 


/o 

ffo 


Oo 11 


r/o w 2/i 


mit 

(II-IO) 

Führen wir nun 
funktion 


Z=Z{x) = [f 1 {u'y 1 — uy[))' . 
bei gegebener Funktion u für a < x < b die Hilfs- 


<P(x) = 


9 o u 


M[u ] 
N [«■] 


ein, so nimmt (11*9) die Gestalt an: 

(n-n) *1 = «<*) + *§*• 

Nun ist Z (a;) nach (ii-io) eine stetige Funktion, deren Intégral über das 
Grundgebiet wegen der Bandbedingungen für u und y l verschwindet : 

b 

f Z (x)dx = [/,(«'«/, — ny[)] b a = o . 

a 

Es ist also entweder Z ~ O oder Z nimmt für a < x < b Werte beiderlei 
Vorzeichens an. Da g 0 , u y y l îiii a < x <b positiv angenommen wurden, ist 


!) J. Barta, Ing.-Arch. 8 (1937) 35“37- 
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auch die Funktion entweder identisch Null oder nimmt Werte beider- 

9o u y\ 

lei Vorzeichens an. Es kann also in (ii-ii) die Funktion X 1 — &(x) nicht 
für aile x aus a < x < 6 dauemd positiv oder dauernd negativ sein, d. h. 
mit anderen Worten 


^ K ^ <*>«»* • 

Das ist die Aussage des EinschlieBurigssatzes in 9*1 für den ersten Eigen- 
wert À 1 von (il*l). 


11-2. Minimaleigenschaften der Eigenwerte bei partiellen Difîerential- 
gleichungen. Es sei 

(H-I2) M[z]=lg 0 z 

eine partielle Differentialgleichung für eine Funktion z von zwei oder mehr 
unabhângigen Verànderlichen x, y, . . . ; g 0 sei eine gegebene stetige positive 
Funktion dieser Verànderlichen, und für z seien ain Rande eines gewissen 
Gebietes B Randbedingungen 

(n-13) U p [z] = o (^ = 1,2,...,*) 

wie in (6-2) vorgeschrieben. Diese Eigenwertaufgabe sei selbstadjungiert 
und volldefinit, vgl. (6*3) und (6-4), es existiere eine GREENsche Funktion 1 ) 
G(x, y, . . f, rj, . . .) und ein mit ihr nach (7-24) zusannnenhàngender 
Kern 


(11-14) K(x,y,...:$,rj,...)= G(x, y, . . . : f, . . .) \[g 9 (x, ÿ, • • •) ? 0 (f, »), . . •) , 


der symmetrisch, quadratisch integrabel und von mittlerer Stetigkeit ist, so 
daB die in 7*2 wiedergegebene Théorie der Integralgleichungen anwend- 
bar ist. 

Unter diesen Voraussetzungen làBt sich die ganze in 8-1 bis 8*4 gegebene 
Théorie der Minimaleigenschaften der Eigenwerte fast wortlich auf die 
partiellen Differentialgleichungen (11*12) übertragen, wir kônnen uns daher 
kurz fassen. Es sei u (x, y, . , .) eine Vergleichsfunktion, d. h., vgl. 6*1, eine 
so oft partiell differenzierbare Funktion, wie es zur Bildung von M [u] ge- 
braucht wird, und U^[u] =0, u ^ o. Bann kann man mit ihr den Ray- 
LEiGHschen Quotienten 


(H-I 5 ) 


Æ|>] = 


J u M[u\ dxdy • • • 

Jb 

jg 0 u* dxdy • •• 

Sb 


1 ) D. h. es ist M[z] = r(x, y , . . .), £ 7 ^[z] = o gleichwertig mit 

z(x, y,. . .) = fG(x, y, 17, . . .)r(Ç,r), ... ,)d^d^ •• . . 

8* 
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und die (8-4) entsprechende 1 ) Funktion rj * 

<ii-i6 ) M [u] — Rg 0 u = rf (x, y) 

bilden. 

Zum Beweis von R [w] X x kann man wieder rf ^ 0 voraussetzen. 
Dann ist die Losung des (8*5) entsprechenden Randwertproblems 
— = [»] = o , 

gegeben durch 

v(x, y, X) = J J G(x, y, (, T)) [Ajr 0 (f, rj)v({, t], A) + rj)] dïdrj , 

* 

d. h. die Funktion V(x, y) — v(x, y , X) j^o(x, y) ist die eindeutig bestimmte 
Losung der inhomogenen Integralgleichung 

V(x, y)=Xff K(x,y,Ç, rj) V ({, r))d£drj +/(x, y) 

» 

mit 

(11*17) f(x, y) = // G(x, y, £, rj) |/y 0 (x, y)rf{^rj)d^drj , 

» 

Solange A kein Eigenwert ist, und zwar kann man F (x, 1/) nach der all- 
gemeinen Lôsungsformel (7*15), die auch bei Funktionen mehrerer Ver- 
ànderlicher gilt, unmittelbar hinschreiben : 

(v(x, y,X) ]lg 0 (x, y) =/(z, y) 

<II.l8) | + xJJ K(x,y;lrj) + Xyj~~~ ■\'g s ,(x,y)g„{^ri) f(^rj)didrj, 

wobei z { (x, y) ]‘g 0 (x, y) die Eigenfunktionen des Kernes K, also z i (x, y) die 
Eigenfunktionen von (11*12), (11*13) sind. 

Nun kann man genau wie in (8*7) 

h(X) = J f rj*(x, y)v{x, y, X) dxdy 

« 

bilden und den weiteren Beweis wie in 8*2 mit N [u] = g 0 u führen. 

Auch der Beweis für die Minimaleigenschaft des zweiten Eigenwertes A2 
in 8*3 lâÛt sich genau übertragen; der Nebenbedingung (8*li) entspricht 
hier die Nebenbedingung 

<11-19) / / «(*. y)9i>(x, y)z i(*. y) dxdy = 0; 

» 

nur der Nachweis, dafi infolge dieser Nebenbedingung die Singularitat in der 
GREENschen Funktion bei X = X x unschâdlich wird, mufî hier an Hand der 

*) Wir schreiben rf an Stelle des in (8*4) benutzten y, weii rj hier, z. B. (11*14), 
in anderer Bedeutung auftritt. Wir sparen uns weiterhin die Punkte hinter x, y 
hzw. £, rj. 
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Lôsungsformel (ii*i8) geführt werden. Dort fallt- in der Summe das für 
A — Aj unendlich werdende Glied heraus, wenn 

(11.20) f J z 1 (i, Tj) } g a (i, , rf) d£dr) = 0 

* 

ist. Nun ist tatsachlich (li*20) eine Folge von (11*19); denn wegen 
^[ z i\—^i9o z i nach (11*19) un d wegen der vorausgesetzten Selbst- 
adjungiertheit 

/ J u(x, y)M[z 1 (x, y)]dxdy = ff z 1 (x, y)M[u(x , y)\dxdy = o , 

» « 

mithin nach (ii*l6) nnd (11*19) 

/ / *i(*> y)y*(x, y)dxdy = o . 

» 

Setzt inan hier die aus (11*12) für folgende Gleichung 

%(*> y) = Kjj G ( x > y> £> n)9o(t’ »?) z i(f> »))<*£*-/ 

ein, so entsfceht 

ff n) »»■)[/. / G '( a: > y ’ (> y) ^0 (£>»?)»;■*(*. «*£*? = o, 

eine Gleichung, die mit (11*17) unmittelbar in (n*20)> übergeht. 

Allgemein ergibt sich für den n-ten Eigenwert A w : Es ist A w das Minimum 
des RAYLEiGHschen Quotienten 22 [w], Gl. (11*15), wenn w den Bereich aller 
Vergleichsfunktionen durchlauft, die zu den mit g 0 multiplizierten (n 1) 
ersten Eigenfunktionen z i (x, y) orthogonal sind: 


( 11 * 21 ) 


J J ugQZ^xdy — o 

» 


(i = i, 2, . . w — 1 ) . 


Diesem Variationsprinzip lafit sich noch ein zweites an die Seite stellen. 
Das in 7*2 bei den Integralgleichungen genannte Variationsprinzip besagt 
nach (7*18) 

JJ w 2 (x, y) dxdy 

(11 22) Aj Min^ j. j. y. ^ ^ ^ dxdydÇdi ] * 

* X 

wobei w den Bereich der (nicht normierten) stetigen Funktionen durchlauft. 
Zu w wird eine Vergleichsfunktion 2 \(x, y) bestimmt, die der Differential- 
gleichung 


w = ~M[F 1 1: 

\<Ja 


(11-23) 

gcnügt, also 

(li-*4) *i(*. y) = f [ K(x, y: S, r,) 

•’J y) 


dt;dr) 



IJ2 

Damit wird 
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(H-25) 


f f ukn'*'™' *“• 

JB 

Jj F x {x y y) M[Fy] dxdy 


wobei F x den Bereich aller Vergleichsfunktionen durchlàuft. 

Der recbtsstehende Quotient hat eine andere Gestalt als in (11*15). 
Auf die Stellung dieser beiden Minimalprinzipien 1 ) zueinander kommen 
wir in 14*1 noch zurück. 

Auch den EinschlieBungssatz von § 9 kann man unmittelbar auf die 
partielle Difïerentialgleichung übertragen; wir benutzen die Formeln (7* 16), 
(7*17) der Integralgleichungstheorie und setzen wie bei (11*23). 


v( X) =~M[F 1 ] i 

\9o 


so daB wir (11*24) m ^ v an S telle von w übernehmen konnen; dann geht 
(7*16) über in 


(II-2Ô) 


<P(x, y) : 


M\F x (x,y)] 

' 9o( x < V)F l {x , y) ’ 


Diesen Quotienten 0 (x, y) kann man für eine beliebige Vergleichs- 
funktion F 1 (x, y) bilden. Hat 0 im Bereich B ein testes Vorzeichen, und 
liegt 0 zwischen endlichen Grenzen 0 min und < 2 > max , so liegt zwischen 
0 mln un( ^ ^max niindestens ein Eigenwert A * . 


11*3. Zweiparametrige Eigenwertprobleme, Eigenkurven. Es kommt 
verschiedentlich vor, daB bei einem Eigenwertproblem zwei Parameter auf- 
creten, daB an an z. B. den EinfluB einer in der Differentialgleichung auf- 
tretenden GroBe a auf die Eigenwerte A zu untersuchen wünscht oder 
dergleichen. Bezeichnet man die beiden Parameter. mit A x und A 2 , also in 
dem eben genannten Fall etwa A = X x und a — A 2 , so wird es im allgemeinen 
zu jedem A t eine Folge von abzâhlbar unendhch vielen Werten von Ag 
geben, und bei graphischer Darstellung in einer A lf A 2 -Ebene erhalt man 
abzâhlbar unendlich viele Àste von ,,Eigenkurven“ 2 ). (Die Bezeichnungs- 
weise ist hierbei gegenüber dem Früheren geândert, in 5*7 bedeutete A f den 
i- ten Eigenwert.) 


*) Auf das Vorhandensein zweier Minimalprinzipien wird hingewiesen bei 

G. Hamel, Integralgleichungen, Berlin 1937, S. 88. 

a ) In Spezi&lfâllen wurden Eigenschaften von Eigenkurven untersucht von 

H. Schaefer, Beitrag zur Berechnung des kleinsten Eigenwertes eindimensionaler 
Eigenwertaufgaben, Diss., Hannover 1937, S. 6. 
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Als Beispiel 1 ) sei der elastisch gebettete, beiderseits eingespannte 
Druckstab genannt, bei dem die Bettungszahl als verânderlicher Parameter 
aufgefaBt werde. Bas Problem lautet dann 
yIV ==Aiy _ 2 A 2 y", 

1/(0) == y' (o) = y(l) = y' (l) = o. 

Bei X 2 der Faktor 2 nur aus Gründen der Bequemlichkeit bei der 
Rechnung hmzugefügi wor- 
den. Die Durchrechnung der 
Aufgabe führt auf eine tran- 
szendente Gleichung, die sicb 
mit 

*î=a.+ ) / VMÏ- 

K: z — — X 2 + \ X 1 -J- X : 2 , 

2 a — K x l; 2 r — K 2 l 
aufspalten liiBt in 

t g O T 

a t 

und 

a tg a — — r r . 

Abb. 11 -3 zeigt die ersten 
drei Âste der zugehôrigen 
Eigenkurve. 

11-4. Vermischte Übungsaufgaben zum dritten Kapitel. 1 . Man prüfe die 

PARSEVALSche Formel (io*n) und die BESSELsche Ungleichung (10*14) nach an 
dem Beispiel — y " = Xy; y{ o) — y (te) — o für die Vergleichsfunktion u — tix — x 2 . 
Nachrechnung : Wie bereits in 10*2 angegeben, hat man hier die Eigenwerte 

X k = k 2 mit den normierten Eigenfunktionen y k ~ sin kx. Die Fourier- 
Konstanten a k der Funktion u(x) berechnen sich nach 

a k — f u{x)y k (x) dx — ]/—• f ( nx — * 2 ) sin kx dx = | |/rT k 8 ^ Ür un 8 era< * es 
» 71 q [ o für gerades k. 

*) In der technischen Literatur gibt es viele Beispiele zweiparametrigçr Eigen- 
wertprobleme ; es sei nur das bekannte Beispiel der gedrückten und tordierten 
homogenen Welle genannt (C. B. Biezeno und R. Grammel, Technische Dynamik, 
Berlin 1939, S. 547). Hier sind Torsionsmoment W und axiale Druckkraft P die 
beiden Parameter. Die Knickbedingung ist eine quadratische Beziehung zwischen W 
und P y und das sog. Knickdiagramm zeigt eine Parabel in einer P-IT-Ebene ah 
einen Ast der Eigenkurve. 



Abb. 11*3. Eigenkurven zum Problem 
y 1V = X x y — 2X 2 y"; 
y{ o) = y'( o) = y{l) = y'(l) = o. 



i ?4 

Daher ist 
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00 œ 


yi ; 2 3£ y -7 1 _£?1 

£1 * * " -* £i < 2r - •)* 3 

Diese Werte stimmen überein mit 

n n n n ^ 

J uN\u] dx = J (nx — x 2 ) 2 dx — ~ und J uM [w] dx — j 2 (nx — a; 2 ) dx — ~ . 
00 00 

2. Man übertrage die in ii-i beschriebene elementare Beweismefchode für die 
Minimaleigenschaft des kleinsten Eigenwertes auf die Problème vierter Ordnung: 

mit den Randbedingungen 

y(a) = y" (a) = y{b) = y"(b) = o . 

Dabei seien g 0 , f 2 positiv, g 0 stetig, / 2 zweimal stetig differenzierbar. 

Anleitung: An Stelle der Identitât (11*6) benutze man hier die Identitàt 

(— ' ) = j 2 ” (/»")'] + - u y') i - yi (“"y - “y") 2 

““*(/y")"+/«" 2 ; 

man setze hier ein: u als ,,zulâ8sige Funktion“, d. h. als zweimal stetig differenzier- 
bare Funktion, die die wesentlichen Randbedingungen u(a) — u(b) — o erfüllt, 
f ~ y V i* Dabei ist y x die erste Eigcnfunktion, von der man die Eigenschaften 
benutzt: y x > o und y'f < o für a < x <b, y\ und y x verschwirïden nicht an den 
Randstellen a, b. Der Beweis ist (mit anderen Bezeichnungen) durchgeführt in 
einer Arbeit des Ve f. in ,, Deutsche Mathematik“, Bd. 2 (1937), S. 205. 

3. EinsehlieBungssatz: Man schlieBe die Knicklast P für einen bei *=■ ± 1 
gelenkig gelagerten, elastisch ge bette ten Druckstab ( Bettungsziffer K = 60 c) mit 
der verànderlichen Biegesteifigkeit a — c(3 — x 2 ) (Abb. 11-4) in Schranken ein. 


x=o ,.** = 7 

1 oL*EJ~c(3-* z ) l 


Abb. 11*4. Elastisch gebetteter Druckstab. 


Mit V — cÂ lautet das Problem nach 1*4: 

Miy] = [(3 — x 2 )y"]" + 60 y ^ —Ky'\ 
y(— I) = y"(— I) y(+ 1) = y"( + 1) = o . 
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Man setzt zwei Polynôme F 0 (x) und F 1 (x) an, die die Randbedingungen cr~ 
füllen und in der Beziehuiig Af [FJ = — F " stehen, und erhàlt 

,„. 27) f F i = 39-45x 2 + 5^ + *‘. 

' /; \ 14-P0 = 5(3433 — 4032* 2 + 546^ 4 + 56* # — 3* 8 ) • 

Nach (9*3) bildet man den Quotienten 

0(x) = ^ô(x) = 3°(^-X3»»-^ + ÿ«») 

F\(x) 45 — 10 x 2 — 3 æ 4 

0 (x) nimmt seine Extremwerte bei x — o und x ~ i 1 an: 

0(o) = 32; 0(i) = 31 \ *a 31,07; 

man weiû also nach (9*4) 31,07 ^ A ^ 32. 

Engere Schranken sind für dieses Beispiel nach der Formel (12*19) in Aufgabe ? 
von 14*6 berechnet. 

4. Einschlieûungssatz: Das Eigenwertproblem 

— {e~ xi y'Y = le~ x 'y, 
y{o) = y'{ 1) ** o 

tritt auf bei Torsionsschwingungen von Scheiben verànderlicher Dicke, vgl. (2*26) 
Die Randbedingungen entsprechen einem festen Innen- und einem freien Auûen- 
rande. Eine die Randbedingungen erfüllende Funktion ist 

w — e2 x * sin a n x. 


wenn man die Zahl a n so wàhlt, daû tg a, n -f a n — o ist. 

Nach (9*6) berechnet man 

e~ x% w 

und daraus nach (9*7) 

«» — 1 ^ K ^ «» • 

Für die ersten vier Eigenwerte erhalt man so die Schranken 


- a* + x 2 


n 

^ a n 

Untere J Obéré 
Schranke für À n 

1 

2,029 1 

3*i l6 

4,116 

2 

4*913 

23*M 

24,14 

3 

7*978 

62,65 

63*65 

4 

i 11,09 

121,9 

122,9 


Die Schranken werden für die hôheren Eigenwerte prozentual gerechnet immer 
enger. Für die niedrigeren Eigenwerte vgl. Aufgabe 2 in 21*6 oder Z. angew. Math. 
Mech. 19 (1939), S. 304 und 306. 

5. Einschlieûungssatz: Die Bestimmüng der Knicklast für einen elastisch ge- 
betteten, gelenkig gelagerten Druckstab konstanten Querschnittes führt auf 
y iv -f Ay = — Xy", 
y{— 1) = i/"( — 1) - 2/(1) - y"{i) - o . 

Man schlieûe für A = 20 in Schranken ein. 
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Durchrechnung: Zur Aufstellung zweier Funktionen F Q (x), F x (x), die beide aile 
Handbedingungen und FJ^ 4 -AF 1 ~ — F' 0 ' erfüllen, gehen wir aus von einer 
Funktion F x (x), für die F, , F x und F* v an den Randstellen x — ± 1 verschwinden 
{denn aus F x — F' 0 ' = 0 folgt auch das Verschwinden von F* v ). Bas Polynom 
niedrigsten Grades, das diese Bedingung erfüllt, ist bis auf einen konstanten Faktor 
eindeutig bestimmt zu 

.F^x) — 61 — 75** -{- 15 x 4 — x* ^ (1 • — x a ) (61 — 14** + **) . 

Bann wird 

- - F' 0 =‘ 120(3 x — **) 4 - A ^61 * — 25 x 8 + 3 ** — 

F 0 wird nicht gebraucht, sondern nach (9*3) der Quotient 

F ' 20(3 — x 8 ) + ~ A |ôi — 25 x a + 3X 4 — y x«j 

Für einige Werte von A sind in folgender Tabelle 0 m | n , 0 max , der Mittelwert 
2 (^max + d>min) der Fehlerschranke 

^max ^mln 
^max d^min 

und zum Vergleich die zugehôrigen exakten Eigenwerte angegeben. Der tatsâch- 
liche Fehler des Mittelwertes ist, besonders bei A = 40, wesentlich kleiner alB die 
Fehlerschranke. Bei A = 20 stellt F l eine Annaherung für die erste Eigenfunktion 
dar, aber bei A = 40 für die zweîte Eigenfunktion, da für A 40 der Stab eher 
nach einer vollen Sinuslinie (mit einem Knoten in der Mitte) auaknickt als nach 
einer halben Sinuslinie. 


A 

^min 

^max 

Mittelwert 

2 ^ max ^min) 

Theoretische 

Fehler- 

Bchranke 

0/ 

/o 

Exakter 

Eigenwert 

10 

6,466 

! 

6,548 

6,507 

0,63 

A x — 6,5202 

20 

10.533 

io ,595 

10,564 

0,3 

K = 10,5731 

40 

18,66667 

18,69047 

18,67857 

0,064 

A 2 = 18,67879 

90 

38,928 

39 

38,964 

0,1 

K = 38,9430 • 


6. Méthode von F. Kiessling (Z. angew. Math. Mech. 10 (1930) 594). Die 
Schranken des EinschlieBungssatzes werden verengt, indem in die Funktionen 
F 0 (x), Fj(x) von 9*1 noch ein Parameter q eingefügt wird, den man so wâhlt, daB 
die Grenzcn (9*4) môglichst eng ausfallen. Man führe dies an dem Beispiel 


für den Ansatz 


— y" = A(l 4 - sinx)t/; y(o) = y{n) = o 
F x (x) = sin x 4 ~ Q sin 3 x 


durch. 

Ergebnis: Es wird 


<P(*) = ,-r 


sin x 4- sin 3 x 
(sin x 4“ Q sin 3*) (1 4" sin x) 
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Stellt man <P(x) für verschiedene Werte von q graphisch dar, so gehen die ver- 
schiedenen Kurven durch einen „Festpunkt“, und zwar hier durch den Punkt 

*= y> = 2 (2 — (Q «0,5359 . 

0 mln wird am grôûten, wenn man g aus ® (yj = o ermittelt, aleo für 

yï" 2 

q — —0,01118, und zwar ist dann <P min — 0,5359. 

24 

<P max wird am kleineten, nàmlich =0,5673, wenn man p aus 0(o) — 

bestimmt, also für q — -y (29 — ]/ 868) — 0,01710. 

Man hat also die Schranken 


Ai ^0,5359 (Fehler —0,7%) 

Ai <* 0,5673 ( „ +5,1%). 

Ohne den Parameter q, also für q — o, hâtte man nur die ganz groben Schranken 
0,5 ^ Aj <* 1 erhalten. 


4. Kapitel. 

Verfahren der schrittweisen Nâherungen. 

Das hier beschriebene Verfahren der schrittweisen Nâherungen (auch 
,,Iterationsverfahren“ oder Verfahren der „sukzessiven Approximationen“ 
genannt) ist nicht nur bei Eigenwertproblemen, sondern auch bei vielen 
anderen Differentialgleichungs-Problemen anwendbar und sowohl für die 
Théorie als auch für die numerische Rechnung von grofîer Bedeutung. Ins- 
besondere stellt es für selbstadjungierte Eigenwertprobleme der Gestalt 
(4*5) bis (4-8) (bei einigen Zusatzbedingungen, vgl. den Satz in 12-4), also 
bei einer grofien Anzahl technisch vorkommender Problème, die Standard- 
methode zur angenaherten Berechnung des kleinsten Eigenwertes dar, mit 
der bei ertrâglichem Aufwand oft sehr enge obéré und untere Schranken 
für den ersten Eigenwert aufgestellt werden konnen. Auf die praktische 
Durchführung des Verfahrens wird in 12-5 und 13-6 ausführlich eingegangen. 


§ 12. Die ScHWARZschen Konstanten. 

12*1. Das Verfahren der schrittweisen Nâherungen im allgemeinen Fall. 

Das Verfahren der schrittweisen Nâherungen ist sehr allgemein anwend- 
bar, nâmlich Solange der Eigenwert A nicht anders als linear in der Diffe- 
rentialgleichung und in den Randbedingungen vorkommt. (Das Verfahren 
ist, vgl. 14*1, auch bei partiellen Difïerentialgleichungen benutzbar.) Wir 
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legen die Differentialgleichimg (4*5) und die Randbedingungen (4-8) zu- 
grunde. 

Dann lautet die Vorschrift des Verfahrens im allgemeinen Falle: Man 
geht aus von einer willkiirlich gewàhiten Funktion F 0 (x) und bestimmt 
weitere Funktionen F 1 , F 2 , . . . ; rnan erhiilt F k aus F k _ x durch Lôsung eines 
Randwertproblems. Man schreibt in der Differentialgleichung und in den 
Randbedingungen bei, allen Gliedern, die A als Faktor enthalten, F k ^ für 
y unter Fortlassung von A und schreibt bei allen anderen, von A freien 
Gliedern F k für y; z. B. wiirde die Iterationsvorschrift bei — y" = Xy; 
y( 1) — o; Xy'(o) = y{o) lauten: 

F k ( i) = o, F’ l __ 1 (o)=F l (o). 


Die Vorschrift vereinfacht sich, wenn A in den Randbedingungen nicht 
auftritt. Dann bestimmt man von F {) \x) ausgehend weitere die Randbedin- 
gungen erfüllende Funktionen F x , F 2 , . . . aus den Randwertproblemen 


( 12 * 1 ) 


f M[F k ] = N[F k ^] 9 


(k — 1, 2, . . .). 


Man erwartet, dafi im Falle der Konvergenz die Funktionen F n mit 
wachsendem n immer mehr die Gestalt einer Eigenfunktion y 8 annehmen, 

dann würde ungefahr gleich dern zugehôrigen Eigenwert X B sein. 

F [F„\ 

Dieser Quotient hangt noch von x ab; man nimmt als Naherungswert A 
den nach Art des RAYLElGHschen Quotienten (4*25) gebildeten Mittelwert 


(12-2) 


S F n M [F n ] ch: 






b 


5 F n N[F„]dx j F n N[F„] dx 

a a 


In der Allgemeinheit, in der hier das Verfahren beschrieben wurde, lassen 
sich über A und über die Konvergenz des Verfahrens keine weiteren Aus- 
sagen machen. Wir legen daher wieder eine engere Problemklasse zugrunde. 


12-2. Einführung der Schwarzschen Konstanten a k und Quotienten p*. 

Wir machen die Voraussetzung, dafi das vorgelegte Eigenwertproblem der 
Gestalt (4*5) bis (4*8) selbstadjungiert sei, dafi die Bedingungen (8-2) der 
Volldefinitheit erfüllt sind und dafi der Eigenwert A nicht in den Rand- 
bedingungen vorkommt . 

Die Ausgangsfunktion F 0 (x) kann frei gewahlt werden, jedoch so, dafi 
sie die folgenden Bedingungen erfüllt : Sie ist stetig und 2 w-mal stetig diffe- 
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renzierbar, sie braucht nicht aile Randbedingungen zu erfüllen, aber doch 
sq viele, daB für eine beliebige Vergleichsfunktion u gilt 1 ): 

b 

(12-3) / (F 0 N [u] — uN[F 0 ])dx=. o und J F 0 N [F 0 ] dx > o . 

a 

Mit Hilfe der DiRiCHLETschen Umformung (4*11) laBt sich in jedem 
Einzelfall leicht feststellen, welche Randbedingungen F 0 erfüllen muB, damit 
(12-3) gilt. 

Z. B. ist bei N [y] = g 0 y, also bei den speziellen Eigenwertprobiemen, 
die Bedingung (12-3) von selbst erfüllt, d. h. in diesem Falle braucht F 0 
keine Randbedingungen zu erfüllen und kann eine beliebige stetige Funktion 
^ O sein. Erfüllt F 0 selbst schon aile 2 m Randbedingungen, so ist wegen 
der Selbstadjungiertheit die Bedingung (12*3) natürlich erfüllt. 

Uni genaue Sehranken zu erhalten, wird man gewôhnlich F 0 so ansetzen, 
daB es bereits aile Randbedingungen erfüllt. Es kann jedoch manchmal für 
die Rechnung bequemer sein, F 0 nur einen Teil der Randbedingungen auf- 
zuerlegen, und erst die weiteren aus der Vorschrift (I2*l) bestinunten Funk- 
tionen F y , F 2 , . . . erfüllen dann aile 2 m Randbedingungen. (Für prak- 
tische Zwecke wird man oft mit F t auskommen.) 

Mit den so durch Lôsung von Randwertproblemen gewonnenen F n 
werden die von H. A. Schwarz 2 ) eingeführten ScHWARZschen Kon- 
stanten a k gebildet : 

b 

(12-4) a k --^ j F i N[F k ^ i \dx k — o, 1, 2, ...).- 

Sie sind nur scheinbar von i abhângig, denn es gilt bei Benutzung der 
Vorschrift (I2-I) und der Selbstadjungiertheit 

(12-5) a k = f FiMiF^Jdx 

II 

= M[F t )dx 

= [F,.., } dx = J F l _ l N [. F k _ i+ 1 ]dx . 

u a 

1 ) 1 ). h. F 0 (x) soll in der Ausdrueksweise des Zusatzcs 1 von 10*3 eine „halb- 
zulàssige Funktion 4 ; sein. 

2 ) Karl Hermann Amandes Schwarz, deutseher Mathematiker, geboren 
25. Januar 1843 ais Sohn eines Baumeisters in Hermsdorf unterm Kynast, studierte 
1860 — 1866 am G ewerbe institut und an der UniverBitàt Berlin, promovierte 1864, 
wurde 1866 Privatdozent in Berlin, 1867 a. o. Professor in Halle, 1869 in Zürich, 
1875 o. Professor in Gôttingen und war seit 1892 Professor an der Universitât Berlin; 
er starb am 30. November 1921 in Berlin (Nachruf von v. Mises, Z. angew. Math. 
Mech. 1 [1921] 494—496). 
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b 

Das Intégral J F i N[F k _ 1 ] dx ist also nur von der Summe i -f - (k — i) 

a 

der Indizes, also nur von k abhangig, wie behauptet; z. B. ist 

(12-6) a 2 = f F,» [jy dx = } F \N [fj dx = / F 0 N [jy dx . 

a a a 

Wegen der Voraussetzung (8*2) sind aile a k positiv, denn 

b 

a 2k = J F k N [F k ] dx > o , 

( 127 ) 

a 2k - 1 — J F k M[F k ] dx > o . 

a 

Aus den SCHWARZsche” Konstanten a k werden die ScHWARZSchen 
Quotienten fj k berechnet nach 

(12-8) n M = — (k = o, 1,2,...). 

a Hi 

Wegen (127) sind aile Quotienten [x k positiv. Die Quotienten /n 2k mit 
geradem Index lassen sich als RAYLElGHsche Quotienten (4*25) schreiben ; 
es ist 


\F t M[F k ]dx 

a 

\F t N[F t ]dx 




Beispiel: Vorgelegt sei die Eigenwertaufgabe 

— y" = 

y(o) = 3/(1) -f y'{ 1) - o . 

Von der Funktion F Q (x) braucht hier nur Stetigkeit vorausgesetzt zu werden, 
wir kônnen also z. B. F 0 (x) = 1 wàhlen. Ntm wird F k (x) aus der Iterations- 
vorschrift (12*1) 

-Fï ~ F, , 

F x (o) = F x (j) + F{(i) ^ o 

ermittelt. Man erhàlt durch Intégration F x — Cj -f c z x — — x* und bestimmt die 
Integrationskonstanten c x . c 2 so, daÛ F x die Randbedingungen erfüllt; man findet 

F ± == - (sx~ 2 x 2 ) . 

4 

Man kann nun bereits nach (12*4) und (12*8) die ScHWAitzschen Konstanten 
a 0 , a ly a 2 und Quotienten p X9 g 2 berechnen: 

11 \ 
a 0 — j* j Fl dx ~ 1 ; a x = j F 0 F 1 dx -- ; a» — j F\dx ~ -i ; 

00 o 

5 a* 6 
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ebenso erhalt man durch weitere Integrationen 

4%F 2 = JX — 6* 3 + 2x\ 

1 440 F 3 = 50 X — 35 x* + 9^"2ï*, 

241 920 F t — 2035 x — 1400 a^ + 294 x 5 — 36 a: 7 -f 6 ï 8 . 
Die folgende Tabelle enthàlt die ersten a k und ju k : 


k 

a k 

f^k 

Vk-i ~t*k 

0 i 

I 


— 

— 

I 

5 

24 

= 4,8 




24 

5 


2 

1 

20 

25 

6 

— 4,1667 

0,6333 


163 

672 


0,0440 

3 

28 • 480 

^3 

— 4,12270 


1069 

44 QI 

— 4,116932 

0 00^77 

4 

315- “52 

1069 



653 

94072 

= 4,1160359 

0,000896 

5 

1 3168*288 

22855 

g 

1 108281 

891345 

= 4,11588829 

0,0001476 


3003 • 207360 

216562 


Mit Hilfe der spàter anzugebenden Hauptformel (12-19) kann man aus diesen 
Zahlen fi k den ersten Eigenwert auf fünf geltende Stellen genau zu 

K = 4,1159 

berechnen. Er ist (mit X — k 2 ) exakt durch die kleinste positive Nullstelle der 
transzendenten Gleichung tg k — — k festgelegt. 

12-3. Die n k bilden eine monoton abnehmende Folge. Das erkennt man 
bei Benutzung der Definitheit: Nach Voraussetzung (8-2) gilt für aile Ver- 
gleichsfunktionen u : 

b b 

Q 1 ~J uM [u] dx > o; Q 2 ~f uN [u] dx > 0. 

a a 

Wir setzen hier 

U — a >k\ l^k a 'lk^k vl 

ein. Diese Funktion u ist, sofern sie ^ 0 ist, für k = o eine halbzulassige 
Funktion und für k > o eine Vergleichsfunktion. Es kann auch u == o 
sein, z. B. wenn F 0 eine Eigenfunktion ist, daher schreiben wir weiterhin 
Q\ ^ o, Q 2 O. Man rechnet mit Benutzung von (12*4) und (12-5) aus 

Ql~ J ( a 2fi+l ^k ~~ a 2k^k+ 1) ( a 2*+l^[^*3 a >kM[F k + 1]) dx 

a 

— a 2k+i a 2k~l 2a 2k a 2k+i a 2k "t” a 2k a 2k\ \ 

= a 2A+l( a 2A- i a 2A + l a 2k) 0 

Q 2 = a 2k( a 2k a 2k+2 a 2A-fl) ^ ° 


{k = 1,2, . . •) 
(k — o, i, 2, . . .). 
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Wege'n (127) kann man diese beiden Ungleichungen durch a. lk a:, kJ , , bzw. 
durch a., k a., k x a., k . durchdividieren und erhalt 

+ . (* = I>2. 

/' 2 J + 1 ^/' 2(-+2 (fc = 0 , 1 , 2 , • ■ •) • 

Die // x , helnnen mithin monoton ab. Die // 24 . sind die RAYLKlGHschen 
Quotienten Ii . Diese sind j> Aj nach déni Satz in 8*1 : daher sind aile u k 
grofier oder gleich À l . 

Es gilt also der 

Satz: Die Eigenwerta ufgabe (4-5) bis (4-8) set selbstadjungiert, die Be- 
dingungen (8*2) der Volldefinitheit seien erfüllt , und der Eigenwert A trete nicht 
în den Randbedingungen auf. Erfüllt die A usgangsf unktion F 0 (x) die Be- 
dinguny (12*3), so bilden die zu dieser Funktion gehorigen, nach (I2*l), (12*4), 
(12-8) berechenbaren Schivarzschen Quotienten ja k eine monoton abnehmende , 
durch den ersten Eigenwert A t nach unten beschrànkte , also konvergente Zahlen- 
folge : 

(12-il) /b ^ // 2 ^ lh ^ ^ 

Hieraus folgt die Existenz eines Grenzwertes der Eolge /t k , a ber noch 
nichts liber die GroBe dieses Grenzwertes, auBer daB er Aj ist. Jst z. B. 
F 0 (x ) gleich der s-ten Eigenfunktion y gi so ist [x k — A* für aile k; dann ist 
der Grenzwert also A v . Die /x k konnen also von A l sehr weit entfernt sein. 
Es ist nun für die nuinerische Rechnung wichtig, daB man unter gewissen 
Zusatzvoraussetzungen aussagen kann, daB die fi k in der Niihe von Aj liegen 
imd daB man sogar den Fehler | fi k — Aj| abschützen kann. 

12-4. Untere Schranke für den ersten Eigenwert. In dieser Nummer 
soll fur den Fall, daB der kleinste Eigenwert ein einfacher ist, der Fehler 
! l k — ^1 nach oben abgeschâtzt und damit der erste Eigenwert Aj in Schran- 
ken eingeschlossen werden. Das Ergebnis ist die Formel (12*19); diese 
wichtige Formel wird in 14*3 nochmals auf anderem Wege, namlich mit 
Hilfe des Entwicklungssatzes hergeleitet. 

Zum Beweise 1 ) der Hauptfonnel (12*19), und zwar nur zum Beweise, 
nicht zur numerischen Rechnung, benutzt man auBer der A usgangsf unktion 
F 0 {x) eine Hilfsfunktion H 0 {x), die sich aus F 0 und der ersten Eigenfunktion 


9 Die Formel (12*19) wurde für die speziellcn Eigenwert problème bewiesen bei 
G. Temple, Proc. Lond. math. Soc. (2) 29 (1929) 259 — 280, und bei G. Temple und 
W. G. Bickley, Rayleigh* s Prineiple and its Application to Engineering, London 
> 033 - 
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y x linear zusammensetzt 1 ) : 

( 12 . 12 ) Hç — F Q —cy 1 

und zur ersten Eigenfunktion y x im verallgemeinerten Sinne orthogonal ist : 

b 

(12-13) J'H 0 N[ yi ]dx = o; 

a 

die erste Eigenfunktion y x (x) denken wir uns durch 

b 

(12-14) J y 1 N[y 1 ]dx = l 

normiert. Dann ergibt sich aus der Forderung (12*13) der Wert von c : 

b b 

J F 0 N [ÿ t ] dx = cj y x N [y x ] dx = c . 

a a 

î)amit ist c und daher eine ganz bestimmte Funktion H 0 (x) nach (12*12) 
festgelegt. Sie ist orthogonal zu N [y x ] und en thaï t, wie man sagt, die 
Komponente zur ersten Eigenfunktion nicht mehr. Man denkt sich nun 
nach dem Verfahren der sehrittweisen Nâherungen aus H 0 weitere Ver- 
gleichsfunktionen H x , H 2 , . . . nach der Vorschrift M [H n ] — N[H n _ x ] und 
U M [i/ n ] = 0 ermittelt, genau so, wie die w r eiteren F n aus F 0 ermittelt 
wurden 2 h Dann sind auch aile weiteren H i zu N [y x ] orthogonal ; denn es ist 

b b b 

J' H 1 N[y 1 ]dx= ~j H l M[y l ]dx = j~J y.M^dx 


a 

a u 

b b 

= l fvi* W dx = -LJ H„N [*] dx =o 

Ebenso folgt 

b b 

( 12 - 15 ) 

1 H i N lyJdx= f H 0 N [y t ] dx = 0 . 

a a 


Bilden wir nun die RAYLElGHschen Quotienten R[H k ] für Je ^ 1, so 
stellen sie nach dem Satz in 8*3 eine obéré Schranke für A 2 dar, denn die 
Nebenbedingung (8*14) ist wegen (12*15) erfüllt. 


*) Ist F 0 (x) selbst eine erste Eigenfunktion, so sind aile fi k — und in (12*19) 
stehen die Gleichheitszeichen. Wir schliefien im folgenden diesen trivialen Fall aus, 
dann ist H 0 =£ o . 

b 

8 ) Mit F 0 (x) ist auch H 0 (x) eine halbzulàssige Funktion. Aus j H 0 JS [H 0 ]dx> o 

a 

folgt insbesondere N [// 0 ] — M [Bj] ^ o, also H l 3 = o, ebenso gilt H k $= o für aile k. 
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Es gilt also R [E k ] ^ für k ^ 1. Denken wir uns auch die Schwarz. 
schen Konstanten b k und Quotienten v k mit den Funktionen H k gebildet: 
b 

6* = f H.NlH^dx-, v t+1 =-i^ (fc = o, i, 2, . . .), 

J °fc+ 1 

a 

so bilden also die v k eine monoton abnehmende Zahlenfolge mit v k ^ Ag . 
Die Funktionen H k hângen eng mit den F k zusammen. Es ist 

denn mit Benutzung von (12- 12) gilt 

M - j- Vl ] = M [F,] -~M[ yi ]=N [F 0 ] - cN[ Vl ] = N [ff 0 ] , 

die Funktion F x — ^ y x erfüllt also tatsàchlich die von H 1 geforderten 
Gleichungen M [H x ] = N [H 0 ] und U fi [H x ] = O , Mit der gleichen Über- 
legung folgt allgemein 

H t =F t -^ yi (£ = 0,1,2,...). 

Auch zwischen den ScHWARZschen Konstanten a k und b k besteht ein enger 
Zusammenhang: 

b b * 

a t =--f F Q N[F t ) dx = f (H 0 + c Vl )N [fl t + A ÿl | dx 

a a 

b b b 

= f H 0 N[H t ]dx + ± j H 0 N[ yi ]dx + c f Vl N[H k ]dx 

a 2 a a 

b 

+ | / yiN[ yi )dx., 

1 a 

wegen (12*13), (12-14) und der aus (12*15) folgenden Gleichung 


ergibt sich also 


J Vi N [ff*] dx = o 


«* = &* + 4 * 


(fc =0,1,2, . . .). 


Diese Gleichung schreiben wir auch für k -f- I an : 

c % 

a k+l —h+1 + (ljk+1 
und erhalten durch Elimination von c 2 : 

a k — A 1 o jb+1 = b. k — 


(fc = o, 1, 2, . . .)• 
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Diese Gleichung erlaubt uns, auch eine Beziehung zwischen den Schwarz- 
schen Quotienten /u k und v k aufzustellen : 


(12*16) 


luit — Vk+ l 

W+i— k 


+ 1 


j Pk+l — 


H- 


t l k + 1 — ^1 


/^fc+l — 


a k-i — a k 


a k — *i «*+i 

_ b je- ! t>k V]c - 

b k — ) n b k + 1 v t+1 


Man kann nun abschâtzen 

** ~ K 

**+ 1—^1 
und erhalt damit aus (I2-IÔ) 

. . Vk — Vk+i 

(12-17) 


^ 1 * ^ ^-2 


h 


t i k+ 1 A^-hi 

oder, falls ^ ist (auf diese Bedingung wird noch weiter eingegangen ; 

sie verlangt, daB À 2 > A x , daB also A x ein einfacher Eigenwert ist) : 

/ Ox ^ ^ ■) — ^*+1 

(12-18) O ^ /i t+ i - Ai ^ — - } • 

-i* — I 
/'*+ . 


£ 


PlîPlrtJ Mk+l Mk 
Mb +1 1 




Abb. 


12*1. Lage der Eigenwerte und 
ScHWARZechen Quotienten. 


DieUngleichung (12-17) bleibt 
richtig, wenn man in ihr Ag durch 
eine untere Schranke l 2 ersetzt. 

Das ist wichtig, weil man in vielen 
Fàllen den zweiten Eigenwert A 2 
nicht kennen wird, aber vielleicht 
eine untere Schranke l 2 für ihn 

angeben kann. Für den Übergahg zu (12-18) muB dann l 2 gefordert 

werden. Somit haben wir das Ergebnis erhalten: 

Satz: Die Eigenwertaufgabe (4-5) bis (4-8) erfülle die V oraussetzungen: 

a) sie ist selbstadjungiert, 

b) sie erfiillt die Bedingungen (8-2), ist also volldefinit, 

c) der Eigenwert À tritt nicht in den Randbedingungen auf, 

d) der kleinste Eigenwert ist ein einfacher. 

Ausgehend von einer stetigen 2 n-mal stetig differenzieroaren Funktion 
F 0 (x), die so vide der vorgeschriebenen Randbedingungen erfüllt, dafi (12-3) 
gilt , werden nach dem Verfahren (I2-I) der schrittweisen Nàherungen einige 
weitere Funktionen F 1 , F 2 , ... ùnd mit ihnen die Schwarzschen Konstanten a k 
nach (12-4) und Quotienten fi k nach (12-8) berechnet. Ist l 2 eine untere Schranke 
für den zweiten Eigenwert , die aber noch grôfier sein mu fi aïs ju k+l , so kann man 
den ersten Eigenwert in die Schranken einschliefien : 

(I2-IÇ) fl k+l - -, ^ ^ + 1 

— i 

/**+! 


(h = x, 2, . . .) - 
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12-5. Gang der praktischen Durchführung des Verfahrens. Nach der 
Vorschrift (I2-I) des Verfahrens der schrittweisen Naherungen hat man, von 
der gevvahlten Funktion F 0 (x) ausgehend, jede weitere Funktion F^x), 
F 2 (x), . . . jeweils durch Losung eines Randwertproblems zu ermitteln. 
Wenn nun die vorgelegte Different ialgleichung von sehr einfacher Bauart ist, 
die Koeffïzienten formelmaBig durch einfache Ausdrücke gegeben sind, kann 
inan, wie es in dein Beispiel in 12*2 gezeigt ist, eine Anzahl von Funktionen 
F k {x) berechrien. Jedoch bei komplizierteren Eigenwertproblemen wird die 
wiederholte Losung von Randwertproblemen oft auf-rgroBe Schwierigkeiten 
stoBen, und es ist wichtig, daB man im allgemeinen mit F 0 (x) und F 1 (x) 
allein zu einer für technische Zwecke ausreichenden Genauigkeit kommt. 
Der Rechnungsgang besteht aus folgenden drei Schritten: 

1. Man verschafït sich zwei Funktionen F 0 (x) und F x (x) mit den Eigen- 
schaften : M [F-J = N [F 0 ] ; es erfüllt F l (x) aile Randbedingungen und F 0 (x) 
so viele, daB (12*3) gilt. 

In vielen Fallen kann man durch graphische Integrationen zwei der- 
artige Funktionen F 0 , F 1 bestimmen; hierauf wird in 13*6 ausführlich ein- 
gegangen. Bei den speziellen Eigenwertproblemen mit N [F 0 ] == g 0 * jP 0 
kann man von einer aile Randbedingungen erfüllenden Funktion F x aus- 
gehen und F 0 aus g 0 F 0 = M [Fj] berechnen. Gewôhnlich kann man hier 
bei F 1 mit willkürlichen Konstanten c- multiplizierte. die Randbedingungen 
erfiillende Funktionen ip { hinzufügen und die c- so bestimmen, daB auch F 0 
die Randbedingungen erfüllt. Dadurch erhiilt inan oft wesentlich günstigere 
Resultate, wie überhaupt die Ergebnisse um so besser ausfallen, je mehr F 0 
und F x die Gestalt der ersten Eigenfunktion haben. 

2. Man berechnet die ScHWARZschen Konstanten (12-4) und Quotientèn 
( 12 - 8 ): 


( 12 - 20 ) 



b 


a 2 = J F^iFJdx, 

a 


Dann weiB man: 

2 : !H ^ K ■ 

3. Zur Berechnung einer unteren Schranke für benotigt man eine 
untere Schranke l 2 für den zweiten Éigenwert A 2 , die ganz grob sein kann; 
sie muB jedoch so gut sein, daB l 2 > fi 2 erfüllt ist. Oft wird man mit Hilfe 
des Vergleichungssatzes, z. B. durch Vergleich mit einem Eigenwertproblem 
mit konstanten Koeffizienten (vgl. z. B. 9*4) untere Schranken für die 
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Eigenwerte aufstellen kônnen. Eerner wird es für technische Zwecke oftge- 
genligen, den Fehler von ju 2 ungefahr zu kennen (zu wissen, welche Dezimale 
noch benutzt werden kann) und dann für l 2 den nach déni RiTZschen Ver- 
fahren oder nach dem Differenzenverfahren oder nach irgendeinern anderen 
Verfahren berechneten Niihei ungswert für den zweiten Eigenwert einzu- 
setzen, was zwar nicht exakt und nieht immer richtig ist, aber dadurch eine 
ge visse Berechtigung erfiihrt, daB die Schranke (12-19) von dem Wert l 2 
nur schwach beeinfluflt vird, solange U nicht nahe bei // A . +1 liegt. Nach 
(12*19) gilt dann 

(12-21) ft _/iLZ£î 

— i 

/h 

12-6. Beispiele zur rechnerischen Durchführung des Verîahrens. 


I. Beispiel: Gelenkig gelagerter Knickstab. 

Vorgelegt sei ein Knickstab (Abb. 12-2) wie in i-i von der Lange 1 
und der veründerlichen Biegesteifigkeit 

const c 

a — ; = — 

i -}• sin x 1 sm x 

der an den beiden Enden x — o und x m n gelenkig 
gelagert ist. Ist P die gesuchte Knicklast, so lautet 

p 

mit X = — das zugehorige Eigenwertproblem 

y " — A(i + sin x) y , 
y (O) = y(n) = 0 . 



Wir gelien aus von der die Randbedingungen er- 
füllenden Funktion 

F x = sin x 

und bestimmen F 0 nach (i2-l) aus der Gleichung 


Abb. i2*2. KnicU- 
«tab verànderlicher 
Steifigkeit. 


Tif f / 1 • \ Tl Tl Hlïl X. 

— F 1 = i+sm x)F 0 zu F 0 = . 

1 u u 1 -f sin x 

Die SCHWARZschen Konstanten lauten: 


sur x , 

v • - dx — 4 — 71 , 

: -f- sin x 1 


“o = J (I + sin x) F- dx = J ~ 

0 ü 

n n 

a x = J (I + sin x) F 0 F X dx — j" sin 2 x dx = ~ , 
o ô 

71 71 

a 2 — j (1 + s i n x ) dx = J (1 + sin x) sin 2 x dx == ~ ^ . 
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Die Quotienten werden 

^=S=i- 2=0 ’ 54 6 48 ’ 

=0,54088. 

3 * 

Wir wissen nach (I2-II) fi x ^ fi 2 ^ /*• Zur Aufstellung einer unteren 
Schranke für À x müssen wir Â 2 nach unten abschatzen, Das geschieht durch 
Vergleich mit dem Problem mit konstanten Koeffizienten : 

Ersetzt man (Abb. 12*2) I + sin x durch die Zahl 2, so werden nach 9-4 
aile Eigenwerte verkleinert. Ersetzt man es durch I, so werden aile Eigen- 
werte vergrôûert. Das Vergleichsproblem — y " =2 Xy hat die Eigen- 

72,2 

funktionen y H — sin nx mit den Eigen werten X n = - ; bei unserem Problem 
ist also: 

^1^0,50, A 2 ^2, 

man hat somit eine untere Schranke l 2 = 2 für A 2 . 

Die Abschatzimgsformel (12*19) ergibt dann 
0,53880 ^ 0,54088. 

Der Mittélwert ist æ 0,5398 und hat mithin einen Fehler von hôchstens 
0,2%. 

2. Beiapiel: Knickstab eingespannt-gç.lenkig. 

Das Knickproblem für einen einseitig eingespannten, am anderen Ende gelenkig 
gelagerten Stab (Abb. 12*3) mit der Lange l = i und der verànderlichen Biege- 
steifigkeit a = c(2 — a*) führt nach (1*3) auf die Differen- 
tialgleichung 

(a y")" — — Pu" 

p 

oder mit der Abkürzung A — — 

{(2 — x)y"Y' = •— Xy" . 

Die Randbedingungen sind 

y{ o) = y'(o) =- y{ 1) = y"{i) ~ o . 

Zur Aufstellung zweier Funktionen F 0 ,F 1? die (12*1) er- 
füllen, wird der Ansatz gemacht: 

F t ~ a 2 x 2 + a 3 x* a^x* + a B x b . 

Man geht also hier zweckmàBig wieder von JS\ aus. Da F x 
ein Polynom fünften Grades ist, wird M [F t ] — N [P 0 ] 
— F' 0 ' ein Polynom zweiten Grades, F 0 ein Polynom vierten Grades. Die 
beiden Konstanten bei der Intégration und die GrôBen werden so bestimmt, 
daB F 0 die drei wesentlichen Randbedingungen F 0 ( o) = F' 0 (o) ~ F 0 { 1) — o und F x 
aile vier Randbedingungen erfüllt. Man erhàlt: 

F x = 24a: 2 —4 x 8 — 47 x 4 + 27 x 6 , 

F ï =- 12(4 — 2 x — 47 x a -f 45 x 3 ), 

F 0 m 12(92 x 2 — 137 x 8 -f 45 x 4 ) . 



Abb. 12*3. Knick- 
stab, eingespannt -ge- 
lenkig gelagert. 
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Damit wird nach (12^4) 


JL 

— j F 0 Fq dx = y • 4978*1 ~ 288 • 237,052 , 

ô 

1 1 

— J F„F”dx = — J F 1 F' 0 ' dx = ly- 144 • 15,8988 , 


Kontrolle î 




dx = — * 45» 2 12 • 6,45714 . 


a n 

/i l = — — 29,8201 , 

a i 

fl 2 =■= := 29 , 54 6 46 • 

« 2 

Nun stellen wir zunâchst eine grobe untere Schranke fur auf durch Lôsung 
des Vergleichsproblems mit konstanten Koeffizienten, bei dem man also 2 — x 
durch eine Konstante, und zwar durch seinen kleinsten Wert 1 ernetzt: 

/IV = — Xf". 

Die Lôsungen dieses Problème erhàlt man mit ). « k 2 bei den gestellten Randbedin- 
gungen (vgl. Tafel VII) aus der transzendenten Gleichung 


Die erstcn Wurzeln sind 1 ) 

1 ! 


k 

= k 2 

2 k 2 

4,4934 

20,19 

40,38 

7,7253 

59,68 

1x9.36 


Man erhàlt so die ganz groben Schranken: 

20,19 £ Aj ^ 40,38 . 

59,68 ^ ;. 2 £ 119,36 • 

Wir verwenden 

h = 59,68 

und erhalten aus (12*21) als Ergebnis 

29,275 ^ A x ^ 29,5465 . 

Der Mittelwert æ 29,41 hat einen Fehler von hôchstens 0,5 %• 


§ 13. Graphische Integrationen. 

13-1. Graphische einfache Integrationen. Die graphische Intégration 
einer kurvemmiBig gegebenen Funktion y {oc) wird dem Leser hinreichend 

l ) F. Emde, Tafeln elementarer Funktionen, Leipzig und Berlin 1940. S. 130. 
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bekannt sein 1 ), so daB es genügt, das Verfahren mit Betonung des für das 
folgende Gebrauchten kurz zu wiederholen. Wir beschranken uns auf das 
besonders günstige Verfahren der mittleren Abszissen‘\ 

Die Funktion y{x) liege ge- 
zeichnet vor (Abb. 13*1), und es 
soll ihr Intégral 

(13-1) z(x) ='Jy(S)dS 

*o 

gezeichnet werden. Das in Be- 
tracht kommende æ-Intervall wird 
durch Zwischenabszissen x 1 , x 2 , . . . 
in eine Anzahl Teilintervalle zerlegt 
und die Kurve für y(x) in jedem 
Teilintervall durch eine „Treppe“, 
d. h. durch eine stückweise kon- 
stante Funktion Y (x), ersetzt. 
Diese Ersetzung erfolgt in jedem 
Teilintervall, z. B. im Intervall x$ <„ x <* x x so, daB nach Wahl einer 
,, mittleren Abszisse“ f 0 die Funktion Y (x) links von £ 0 gleich dem linken 
Funktionswert y{x 0 ) und rechts gleich dem rechten Funktionswert yix^ 
gesetzt wird und daB die dreieckartigen Flâchenstücke, die in der Abb. 13T 
schraffiert sind; gleichen Flâcheninhalt haben; £ 0 wird nach dem AugenmaB 
bestimmt: dann ist 

f 3/(f) d£ — f Y (|) d( 

*0 X o 

gewahrleistet, und wenn man die Funktion Y (x) zur Polvgonzugsfunktion 
(13-2) Z(x) = f Y(Ç)dÇ 

J’o 

integriert, erhalt man in Z(x) eine Kurve, die nicht nur an den Stellen 
'*01 x i* x 2> • • • mit z ( x ) übereinstimmt, sondern in diesen Punkten die 
gleiche Tangente hat wie z (x). 

Zur Durchführung der Intégration (Abb. 13*2) wahlt man einen ,,Pol“ P 
auf der negativen a;- Achse im Abstande von H cm (H heiBt die Poldistanz) 
voir der y- Achse. Markiert man auf der y- Achse die Ordinaten der F-Treppe, 
also die Werte y{x 0 ), y{Xy), y(x 2 ), . . so sind die Verbindungslinien der so 
markierten Punkte mit dem Pol P Gerade, deren Steigungen den W 7 erten 
Y (x^ proportional sind und zu denen also die Z-Kurve in den einzelnen 

Vgl. z. B.: Fr. A. WilltvRS, Methoden der praktischen Analysis, Berlin und 
Leipzig 1928, 8. 1 1 3 f F. 



Abb. 13*1- Graphische einfaehe intégra- 
tion nach dem Verfahren der mittleren 
Abszissen. 
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Intervallen parallel sein soll. Man erhalt so durch Zeichnen der Parallelen 
(in der Abb. 13*1 durch gleiche romische Ziftern gekennzeichnet) den Z(x)~ 
Polygonzug, der in den durch Nullenkreise hervorgehobenen Punkten 
richtige Punkte der Kurve für z(x) mit den dazugehôrigen Tangenten 
liefert. Man kann dann leicht das Tangentenpolygon für z(;r) durch eine 
„glatte“ Kurve ersetzen. Damit ist im Prinzip das Verfahren beschrieben; 
zur praktischen Durchführung ist noch eine MaBstabsbetrachturig erfor- 
derlich. 

Die MaBstiibe môgen als Quotienten eingeführt werden 1 ): 


( 13 * 3 ) 


MaBstab m -■ 


Widdichc (boflc 

Darstellimgsgi oBe in cm fier Zeichniiny 


Unigekehrt findet man dann zu einer aus der Zeichnung in cm abgelesenen 
Darstellungsgrofie den wirklichen Wert durch Multiplikation mit dem 
MaBstab : 


(13-4) Wirkliche Grofie — Darstellungsgrofie in cm mal MaBstab ni. 


Zumichst haben wir beim Zeichnen der Kurve für y(x) MaBstiibe für x 
und y benutzt, indem die Einheit in der x-Richtung a cm lang gemacht 
wurde und die Einheit in der i/-Richtung b cm, also 

i 1 

(ipS) m r — . 

' ^ x a cm 7 b cm 

Bezeichnen wir die DarstellungsgrôBen durch L’berstreichen der wirklichen 
GroBen, wird also z. B. Y (x 0 ) durch eine Lange von Ÿ{x 0 ) cm dargestellt, 
so gilt 


Y == m )f Y ; î 0 = m x^o> ^(£0) m z Z &) • 

Die hierbei aufgetretene GroBe m z ist der gesuchte, zu berechnende MaBstab, 
der uns aus den abgelesenen Z-Ordinaten die wirklichen ~-Werte zu berech- 
nen gestattet. 

Nun ist nach Abb. 13*1 


(13-6) 

Xach der Konstruktion mit Hilfe 


Yjx 0 ) _ Y (x 0 ) 

U " m y - H 

der Parallelen ist andererseits 


U37) 


tgi»= 




*0 


Z{^ } )-rn r 
"h • C 0 


Vergleich der beiden Ausdrücke für tgft liefert wegen Z(f 0 ) = £ 0 Y (x 0 ) 
(13-8) m z — H m x m }j . 


!) vgl. z. B.: Th. Pôsohl, Lehrbueh der Technischen Mechanik, Bd. II, Berlin. 
1936, S. 82, und K. Klotteb, Einführung in die technische Schwingungslehre,. 
Berlin 1938, S. 9. 
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Beispiel: In Abb. 13*2 ist die Funktion y = 00s x graphisch darge- 
stellt; es wurden die Mafistâbe 


m r = — — - und m v = 

* 4 cm * s cm 



Abb. 13*2. Beispiel zur graphischen einfachen Intégration mit mittleren Abszissen. 

verwendet. Als Teilpunkte der x-Achse wurden die Abszissen 0*5; 

x 2 = 0,8; æ 3 — 1,1 ; £c 4 = 1,4 benutzt und die cos-Linie durch eine Treppen- 
kurve ( P-Polygon) ersetzt. Mit der Poldistanz H = 3 cm wurde die gra- 
phische Intégration nach dem beschriebenen Verfahren bis zur Stelle 
x = i,i durchgeführt. Der MaBstab für die z-Werte berechnet sich nach 
(13-8) Zll 

»» 2 ' = Hm x m y = • 

Will man z. B. den Wert von z an der Stelle 0,8 wissen, so liest man ans der 
Zeichnung ab Z (0,6) =4,78 cm. Dann ist 

Z (0,8) = mS) ■ *, = 4, lVcm 3 = °’ 7 I 7 ■ 

13-2. Veranderliche Poldistanz. Wahrend in der vorigen Nummer die 
Funktion 2(0:) aus der Difïerentialgleichung 

z'(x) = y(x) 

graphisch ermittelt wurde, kann man durch Einführung einer verander- 
lichen Poldistanz nnmittelbar die Gleichung 
<I3*9) p(x)z' (x) == y(x) 
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graphisch integrieren, also das Intégral 


( 13 * 10 ) 



aufzeichnen. Die veranderliche Poldistanz bewirkt also die Multiplikation 
der unter dem Integralzeichen stehenden Funktion y(x) mit der gegebenen 

Funktion ] , 

P(x) 

Man wahlt einen MaBstab m p für die Funktion p{x) und tragt an Stelle 
der bisher fest gewahlten Poldistanz von H cm die Strecken 


p(xi) = 


p{xi) 


m 


V 


(i = o, 1, 2, . . .) 


auf der negativen .r-Achse auf (Abb. 13*3). Die Konstruktion verliiuft dann 
genau wie in 13*1, nur daB jetzt nicht der feste Pol P, sondern die jeweiligen 
Pôle P 0 , Pj , . . . benutzt 


werden. An Stelle der 
Gleichung (13*6) tritt 
hier 


tg/5 = 


Y(*o) 

p(x 0 ) 


Y (x 0 ) m Jt 

WyP(X Q ) 


so daB der Gleichung 
(13-8) hier die Gleichung 
für den gesuchten Ma li- 


sta b 



(13-11) m z 


m x m v 


Abb. 13*3. (Iraphische cinfache Intégration bei ver- 
anderiicher Poldistanz. 


entspricht. Man erhalt 
ttuch hier einen Polvgon- 

zug Z(x), den man durch eine glatte Kurve für z(x) ersetzt, die durch 


die Nullenkreispunkte hindurchgeht. 

Allerdings kann man jetzt ans der Flachengleichheit der schraffierten 
FUichen (Abb. 13-3) nicht mehr schlieBen, daB die Nullenkreispunkte exakt 
richtige Punkte der Kurve für 2 (a-) liefern, sondern man weiB nur, daB bei 
geniigend feiner Einteilung in Teilintervalle (r-, x ul ) die Funktionen Z(x ) 
und z{x) zu beliebig genauer Übereinstimmung gebracht werden konnen. 
Für die praktische Zeichnung wird man jedoch die Intervalleinteilung nicht 
allzu eng wahlen, uni keine Anhaufung der unvermeidlichen Zeichenunge- 
nauigkeiten entstehen zu lassen. Wenn es auf grôBere Genauigkeit an- 
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kommt, ist es besser, die Funktion punktweise zu berechnen und die 
Intégration nach dem Verfahren von 13*1 vorzunehmen. 



Abb. 13-4. Beispiel zur graphischen einfachen Intégration mit verànderlicher 

Poldistanz. 

Beispiel: In Abb. 13*4 ist das Beispiel y = cos x und p = I + x2 > a ^ s<> 

z W=/r+>^ 

0 

behandelt. Aus den gewahlten Mafistaben m :c — - , m y — , m p = 

berechnet sich nach (I3*ll) m r = - 1 — : liest man z. B. an der Stelle x — I 
v ' 2 10 cm 

aus der Zeichnung 2(1) = 6,83 cm ab, so entspricht dieser Darstellungs- 
groBe der wirkliche Wert 2(1) — z(i) * m 9 — 0,683. 

13-3. Graphische doppelte Intégration. Man kann, was für die An- 

wendungen sehr wichtig ist, eine zweifache Intégration graphisch mit einem 
Schritte ausführen. Vorgelegt sei die Aufgabe, eine Funktion y (x) zu 
zeichnen, die der Differentialgleichung genligt (von den Randbedingungen 
wird erst in 13*5 gesprochen) : 


(13-12) 


{py'Y = g{x) . 
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Dabei seien p(x) und g(x) gegebene, gezeichnet vorliegende Funktionen. 
Die graphische Intégration beruht darauf, dafi man die Lôsungsformel 
(C ist Integrationskonstante) 

( 13 - 13 ) y ' (*) = ■^f9(i)d{ + cj 

ins Zeichnerische übersetzt. 

Man tragt die Funktion g(x) über x auf, unterteilt die æ-Achse durch 
ïeilpunkte x in eine Anzahl Teilintervalle und bestimmt die zu diesen Teil- 
intervallen gehorigen Flachen F lt F 2 , . . . der .r-jy-Kurve. Diese Flachen 
aneinandergefiigt stellen 

/ g (S) 

0 

dar (vgl. Abb. 13*5). Nun kann man noch eine Konstante C hinzufügen und 
erhalt einen Punkt P, von dem aus in horizontaler Kichtung die Werte der 



Abb. 13*5. Graphische Bestinmuing von y(x) aus ( py'Y — g{x). 


gegebenen Funktion p(x) an den Teilpunkten der .r-Achse, also die W erte 
p 0 = p(o), p l = pixj, . . . aufgetragen werden. Man kann damit die Kich- 
tungen y', die sich nach (13-13) berechnen, zeichnen und erhalt durch 
Übertragen dieser Steigungen den Polygonzug fiir y(x), von dem inan die 
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Werte an den Stellen x i verwendet (die in Abb. 13*5 durch Nullenkreise 
gekennzeichneten Punkte), uni eine glatte Kurve hindurchzulegen. 

Nun muB noch der MaBstab ausgereehnet werden, in dem man die 
y-Ordinaten erhult. Man hat zunachst Ma Bs tube für x nnd g beim Zeichnen 
der r-^-Kurve (Abb. 13*5) : 

1 

m r = 

x a cm 

1 

m, = r — . 

» - 6 cm 

Nun werden die Flachen der x-g- Darstellung ausgemessen und aufgetragen, 
dafür hat man einen FliichenmaBstab : 


m F ~ 


C cm 2 
1 cm 


Hat man z. B. eine Fliiche von 4 cm 2 durch 1 cm dargestellt, so ist 

4 cm 2 


Weiter hat man einen MaBstab zum Auftragen der ?)-Werte: 


m = — 

P c cm 

Ans diesen MaBstiiben hat man nun den y-MaBstab m y zu berechnen. Zu- 
niichst bestimmt man den MaBstab rn f -, in dem die Intégrale aufgetragen 
sind. Dabei bedeutet jeder cm nach der obigen Festsetzung m F cm 2 , und da 
jeder cm 2 der æ-gr-Flache in Wirklichkeit m x • bedeutet, stellt jeder cm 
einen Intégral wert m F m. T m dar, d. h. also 
(13-14) 

in diesem MaBstab hatte man auch die Integrationskonstante C aufzutragen, 
wenn sie etwa gegeben ware. Nun sind. die Neigungen im Verhaltnis der 
Ma Bs tube verzerrt, d. h. es ist 

m r 
** m v 

und daraus folgt schlieBlich als MaBstab für y 


also 


r *t vP- 


(13-15) 


m x * m fi m F 


Beispiel: Die Abb. 13*5 stellt zugleich die Durchzeichnung für die Funktionen 

p — ■ — , g = 2 — x dar. Aus den gewahlten MaBstâben m x — m~ ~ — — 
i + a: e x p 4 cm 

1 12 cm 2 o 1 

m 1= , m F = -- berechnet sich nach (13-15) m v — — — ■ . Z. B. ergibt 

v 1 cm 1 cm \ j jf y j cin fo 

sich aus der bei x = 1 abgelesenen Strecke 

y {1) = 4,6 cm der Wert y{ 1) — m y y ( ij — 1,38, 
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wahund die gonaue 1 osung 

2 1 3 l . 

y - * 2 -t z * — y ** , 

die dit* Anfangsbcdingungen y( o) - ;y'(o) — o erfüllt, dort don Wert y(R — 1-375 
anniimnt. 


13-4. Sonderfall des gewôhnlichen Seileckes. Als wichtiger Sonderfall 
werde der Fall p = I herausgegriffen (Abb. 13-6) ; dann integriert nian also 
die Differentialgleiehung : 

(13-16) y"=g(x). 

Die ganze p-Skala schrumpft auf einen Punkt, den ,,Pol", zusannnen, und 
nian bat die gewbhnliche Seileckskonstruktion 1 ). Hieybei ist also 


1 1 1 

c cm PolcnUernung H cm H ’ 

und nian erhalt ans (13*15) als gesuchte MaBstabformel : 
(13-17) m y = H-m ll -m F -m 1 x . 

Ein Beispiel wird in der nachsten Nummer besprochen. 


13*5. Einarbeitung der Randbedingungen. Bei y" ----- </{x) bat y" = o 

die Losung y = c x -f- c 2 x: Nian kann also eine beliebige lineare Funktion 
hinzufügen, nian brancbt die //-Ordinaten nicht von der .r-Achse ans zu 
messen, sondent kann sie von einer willkürlichen Geraden ans zahlen und 
erhalt stets eine Losung der Differentialgleiehung (13-16). Diese Gerade 
kann nian als ,,SchIuBhnie“ so legen, daB y oder y' vorgegebene Randwerte 
annehnien, und kann auf diese Weise vorgeschriebene Randbedingungen 
bequeni erfiillen. 

Beispiel: Abb. 13*6 zeigt die Durehführung der Seileckskonstruktion für das 
Beispiel y" -- g{x) sin x im Tntervall o < x <2 . Der Pol kann in beliobiger 
Hôhe angenommen werden. Es werden die MaBstabe 


H — 2,50m, m F 

2,5 cm 


1,-23 c™ 2 
1 cm 


verwendet. Daraus bereehnet sich nach (13*17) 


Durcli die mit Mullenkreisen versehenen Punkte des Seilpolygona wird eine glatte 
Kurve gelegt. Wir betrachten zwei speziçlh* Fàlle von Randbedingungen: 

A. y(o) — y (2) — o. Die Schnittpunkte der beiden âuBersten ,,Seilstrahlen‘ ; 
I und V mit den zu x -- o und x 2 gehorigen Ordinaten legen die ,,Sehluûlinie‘* 
fest. Man ziihlt die Ordinaten bis zu dieser SchluGlinie und liest z. B. bei x -- 1 die 
DarstellungsgroBe 

y( O “• ~ B55 cm 
ab und erhalt daraus y(i) — ÿ~(ï) m y -• — 0,387. 


*) Vgl. z. B. W. Schlink, Teehnisehe Statik. Berlin 1939, S. noff. 
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B. y{o) — 0,25; y'( 2) — 0,5 . Jetzt haben wir von der SchluÛlinie einen Punkt £ 
(Abb. 13*6), indem wir die dem Anfangswert y(o) — 0,25 entsprechende Strecke 



Abb. 13*6. Seileckskonstruktion zur doppelten Intégration. 


0,25 

— i cm auf der Ordinate x --- o auftragen; ferner kennen wir die S te i gu n g der 

Jfl y 

SchluÛlinie; es soll y'( 2) 0,5 sein. Nun berechnen wir naeh (13*14) den Maû- 

stab, in dem in der Polfigur die Flâchcn F aufgetragen waren 1 ): 

1 

me =* m F rn x m. n — — 

J J 4 cm 

I)urch Auftragen der Strecke — 2 cm in der Polfigur bat man die Kiclitung 
mj 

der SchluÛlinie und damit die SchluÛlinie vollstàndig. Man liest z. B. a b 
y (2) — — 1,97 cm und damit y(2) --- y (2) m y —0,492. 

Nicht so übersichtlich ist die Einarbeitung der Randbedingungen bei 
der in 13-3 besprochenen graphischen Intégration der Gleichung ( p y')' — g (x). 
Hier ist eine beliebige lineare Funktion c x -j- c 2 x fur p =k- const keine Lo- 
sung von ( py ')' — O, und inan hat nicht rnehr die bequeme Moglichkeit, 
Randbedingungen durch Legen einer geneigten SchluÛlinie einzuarbeiten 2 ). 
Man hat die beiden Freiheiten: 

1. Punkt P in beliebige Hohe legen. 

2. mit y{x 0 ) in beliebiger Hohe anfangen. 

*) Das ist zugleich der Maflstab, in dem auf dieser Geraden die Werte y' aufzu- 
tragen sind. Der in 13*3 mit bezeichnete Maûstab ist ein anderer und gibt an, 
wie man in der Polfigur aus den Tangenswerten der Polstrahlwinkel den Wert 
von y' zu berechnen hàtte. 

2 ) Die Darstellung bei K. Hohenemser, Ergebnisse der Mathematik und ihrer 
Grenzgebiete, Springer, Berlin 1932, Bd. I, Heft 4, S. 55, ist unrichtig. 
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Hat man eine Randbedingung fiir y und eine für y , so ist das Vorgehen 
einfach. Durch y ist der erste bzw. der letzte ,.Seilstrahl {! festgelegt. die 
übertragung in den p-Plan legt die Hôhe der p-Linie, d. h. den Punkt P 
fest. Hat man dagegen andere Kandbedingungen, z. B. y{ o) = y (a) — O. 
so nui B man zwei Seilecke zu zwei verschiedenen Punkten P zeichnen und 
nachher die so erhaltenen Funktionen y 1 , y 2 linear mischen: 

_ < i,Vi <2 y 2 
' ' <\ 4 - c t 

Bei den genannten Bedingungen y{ 0) = y {a) = o z. B. wird man sofort 
^(0) — ?/ 2 (0) — o erreichen und das Yerhaltnis : c 2 so bestimmen. daB 
dann au ch ?/(«) =0 wird. 

13*6. Graphische Durchîührung des Verîahrens der schrittweisen Nàhe- 

rungen. Bei déni in § 12 beschriebenen Verfahren «1er schrittweisen 
Naherungen braucht man nach 12*5 zwei Funktionen F 0 (x), F 1 (. r) mit 
M[F 1 1 = iV[F 0 ], von denen F x aile und F 0 einen gewissen Teil der Rand- 
bedingungen erfüllt. Zwei solche Funktionen kann man bei vielen tech* 
nischen Problemen bequem auf graphischem Wege aufstellen. 

Wir sprechen zu- 
niichst von den ein- 
facheren Typen der spe- 
ziellen Eigemvertproble- 
me M[y\ = ?ig 0 y . Bei 
diesen wühlt man eine 
den erwarteten Verlauf 
der ersten Eigenfunk- 
tion y 1 wiedergebende 
Funktion F Q und be- 
stimmt F l durch gra- 
phische Intégration mit 
Hilfe von Seilecken. 

Das gelingt bei den 
Problemen, bei denen 
M [y] --= (f 2 y")" oder 
— ( f^y'Y ist, ohne wei- 
teres. Wir betrachten 
als Beispiel einen schwingenden, beiderseits gelenkig gelagerten Stab mit 
gegebener (veranderlicher) Biegesteifigkeit a(.r) und gegebener Massen- 
verteilung 0 o (.r) (Abb. 137). Dann bat man 

( «.F")" = g 0 F 0 : 



Abb. 137. Graphische Itération bei (a»/")" ~ }. r/ 0 y . 
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man schatzt nun F 0 , zeichnet g 0 F 0 , erhàlt durch zweimalige Intégration 
(erstes Seüeck) olF[', hat damit auch F[' und bekommt durch nochmalige 
doppelte Intégration (zweites Seileck) F 1 . Man geht stets so vor, dafi ni an 
graphisch immer nur integriert und niemals differenziert. Die Auswertung 
des Verfahrens erfolgt durch Berechnung der ScHWARZschen Konstanten 
und Quotienten nach (12*4) und (12*8): 

% = / k N w y dx = / dx 

a i ~ f FqN [JJ dx — J g 0 F Q F 1 dx 

b b 

a 2 = f F 1 N[F 1 ] dx = / g 0 F\ dx . 

a a 

Die hierbei erforderlichen Integrationen werden graphisch niittels Plani- 
meter oder rechnerisch etwa durch Benutzung der SlMPSONschen Regel vor- 
genomrnen. Die EinschlieBung des kleinsten Eigenwertes / 1 in Schranken 
erfolgt weiter nach (12*21), wie in 12*5 beschrieben. 

Wir wenden uns nun wieder allgemeineren Fallen zu. Die Bestimmung 
zweier Funktionen F 0 und F x , die die in § 12 geforderten Bedingungen er- 
füllen, gelingt allgemein bei den Problemen der Gestalt 

(13-18) M[y}^X{g n (x)y^ 

Die Gleichung (13*18) ist uns von der Eingliedklasse in 4-7 her bekwnnt, 
wir legen sie der folgenden Ausführung zugrunde, bei der Gleichiing (13*19) 
kann man genau entsprechend vorgehen. Bei (13*18) soll also 

M[ f ,] = 

gelten. 

In M [Fj] komint als hochstes Glied 

vor. Man kann dann so vorgehen : 

a) Man wahlt sich die hochste Ableitung von F x , also F ( ~ IH \ und ge- 

winnt die samtlichen niedrigeren Ableitungen F^ durch Inte- 

grieren. 

b) Man bildet dann M[F X ] und hat J/ [FJ = [gr M (a;)F{/ 0 ] (,,) . 

c) Man integriert w-mal die Funktion 3/ [FJ und bekommt g n (x)F { 0 ,l) . 

d) Division durch g n (x) gibtFj,' 0 ; w-malige Intégration liefert schliefî- 
lich F 0 . 

Nun sind die Randbedingungen zu beriicksichtigen ; F l muû aile Rand- 
bedingungen erfüllen, F 0 im allgemeinen nur einen Teih In vielen Fallen, 
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vgl. die Tafel VII, lassen sie sich bei den Integrationen (z. B. durch passende 
SchluBlinie) ohne weiteres einarbeiten, manchmal jedoch stoBt man dabei 
auf Schwierigkeiten. Man kann jedoch stets durchkommen, indein man Ge- 
brauch macht von der Überlagerung, die wegen der Linearitat des Problems 
erlaubt ist; man führt den ganzen Vorgang mit mehreren Funktionen 
F^ l) \ . . . , F^ r)) durch 1 ) und bestimmt in dem Ansatz 

Fl ^y jCv F^ )] 

die Konstanten c v so, daB F 3 und F Q allen noch zu erfüllenden Randbedin- 
gungen genügen. 

In der Tafel VII ist für eine Anzahl haufiger vorkommender Problème 
angegeben, wie man zwei den gestellten Forderungen genügende Funk- 
tionen F 0 , F 1 ermitteln kann. 

13*7. Graphische Bestimmung von (t 1 . In 12-5 und 13*6 wurde ein 
graphisches Verfahren beschrieben, bei welchem man als obéré Schranken 
für den ersten Eigenwert Aj die beiden SCHWARZschen Quotienten ft x und 
// 2 und mit deren Hilfe auch eine untere Schranke für A] nach (12-19) er- 
mittelt; statt dessen kann man in vielen Fallen mit geringerer Arbeit (im 
wesentlichen mit der Hiilfte der graphisch durchzuführenden Integrationen) 
die Zahl allein gewinnen, die ja eine obéré Schranke für X A darstellt: die 
Zahl jit 1 ist dann im allgemeinen weniger genau als // 2 , und man weiB auch 
nichts über den Fehler fi t — A x ; aber bei vielen technischen Aufgaben wird 
die Genauigkeit von /n l ausreichen, insbesondere wenn man die Funktion 
F Q (x), die eine Annaherung für die erste Eigenfunktion y x (x) sein soll, gut 
geschatzt hat. 

Wir greifen als Beispieî die Biegescliwingungen eines Stabes mit der 
veranderlichen Biegesteifigkeit a(.r), der Lange l, der Dichte o und der 
Querschnittsflache F(x) heraus. Der Stab sei etwa am einen Ende einge- 
spannt, am anderen frei, dann hat man nach 2-3 das Eigenwertproblem : 

(13-20) (a y")" = XoFy: y(o) = y { 0) = y" ( 1 ) = y"'(l) = O . 

Nach dem Verfahren der schrittweisen Naherungen gehen wir von einer 
Funktion F 0 (x) ans, die den erwarteten Verlauf der ersten Eigensclnvin- 
gungsform y t {x) wiedergibt, die insbesondere die wesentlichen Kandbe- 
dingungen (in der Bezeichnungsweise von 4-2) 

F 0 (o) = F’ 0 (o) = 0 

x ) Hochgestellte Indizes in Doppelklanunern bedeuten keine Abieitungen» 
aondorn dienen nur zur Unterseheidung der einzelnen Funktionen. 





Tafel VII (Fortsetzung). 
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4- Verfahren der schrittweisen Xâherungen. 


erfüllt. Zu ihr würde man nach déni Verfahren der schrittweisen Xalie- 
rungen eine Funktion F x (x), die durch 


(«*ï)" = Q ff o> F i (o) = F[ (o) = F" (l) = F"' (/) = o 
festgelegt ist, durch zwei Seileckskonstruktionen bestimnien ; namlich durch 
das erste Seileck würde man eine Funktion G(x) = a FJ' (ini wesentlichen 
das Biegemoment) aus 

(13*21) G" — qFF 0 , G{l) = G'(l) = o 

und durch das zweite Seüeck F x (x) aus 

(13-22) Fï= --G(x), F, (o) ■= F[ (o) = o 


erinitteln. 

Dann würde man die ScHWAKZschen Quotienten ii l und ju 2 nach (12-4), 
(12*8) aus 


mit 


Fi 


/*2 = ~ 


ï 1 1 

(13-23) "0 = f oF F 2 dx : a t = J oFF 0 F 1 dx: r< 2 = f oFFfdx 

0 0 (5 

bestimnien. Xun lafit sich aber a x auch in der Form schreiben : 


1 1 1 

(13-24) a,= l G"F 1 dx= f GF" dx = f ^ G 2 dx , 

0 « • • 0* 

und man sieht, daB man a 0 , a x und da mit bereits aus F 0 und G, also oline 
Zeichnen des zweiten Seileckes für F lt gewinnen kann. 

Beispiel: Abb. T3*8 stellt die Durchführung des Verfahren s an einem 
Beispiel dar. Es liegt ein Problem (13-20) vor, und es werden zunachst 
.,dimensionslose“ GrôBen f, a*, F*, A* eingeführt durch 


a- = if, a = a(o)<x*(f), F = F(o)F*(Ç), X* = . 

a(o) 

Dann lautet die Gleichung (13-20), wenn Striche jetzt Ableitungen nach £ 
bedeuten, 

(13*25) (a*y")" =A*F* y. 


In Abb. 13-8 sind a* und F* als Funktionen von £ gezeichnet vorgegeben. 
Eine Funktion F 0 (£), die den erwarteten Verlauf der ersten Eigenschwin- 
gungsform ungefahr wiedergeben soi], wird durch ein Seileck gemiifi (13-21) 
zu einer Funktion G integriert nach 


G" — F*F 0 , G'(i)-6"(i)=o. 

Die durch Xullenkreise gekennzeichneten Punkte des Seileckes sind ri ch tige 
Punkte für die Funktion G(£), im übrigen hat man das Seileck durch eine 
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glatte Kurve zu ers et zen, was in der Abb. 13*8 unterlassen ist, urn die Über- 
sichtlichkeit nicht zn storen. 



Abb. 13*8. Graphische Bestimmung des kleinstcn Eigenwertes bei den Biege- 
schwingungen eines Stabes verànderlieher Biegesteifigkeit. 


Die MaBstabe lassen sich nach (13-17) unmittelbar berechnen, in Abb. 13*8 
sind an Stelle der MaBstabe die danach berechneten Skalen eingezeichnet. 
Aus F 0 und O konnen nun nach Gleichung (13-23) und (13-24) die Schwarz 
schen Konstanten a 0 und a x bestimmt werden, man erhalt bei Ausmessung 
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4. Verfahren der schrittweisen Nâherungen. 


der Ordinaten und angenâherter Auswertung der Intégrale nach der 
SiMPSONschen Regel 1 ) 

a 0 = I >337 ; «1 = 0,0620 : /<! = = 21,6 . 

Einen genaueren Wert erhâlt man beim Zeichnen eines zweiten Seileckes r 
also bei Bestimnuing von F 1 gemaB (13*22) ans 

F i (O) = F[ (o) = O . 

Dann bekommt man nach (13*23) y* 2 — 0,00322 und die obéré Schranke 
für den ersten Eigemvert 

/' 2 = = 19.25 • 

§ 14. Erganzungen. 

14 - 1 . Das Verfahren der schrittweisen Nâherungen bei partiellen Diffe- 
rentialgleichungen. Wie bereits in 12*1 betont, InBt sich das Verfahren der 
schrittweisen Nâherungen grundsatzlich bei beliebigen Eigenwertproblemen 
partieller Differentialgleichungen 
(14*1) M\z\—kN[z\ 

anwenden; man kann nach der Vorschrift (12*1) Funktioneni^, F 1 , F 2 , . . 
jetzt von mehreren unabhâiigigen Verânderlichen x, y , . . berechnen und 
mit ihnen nach (12*2) Nâherungswerte A für die Eigenwerte A berechnen. 
Uni aber liber die A bestimmte Aussagen machen zu konnen, rnuB man 
weitergehende Voraussetzungen treffen, und zwar wollen wir dieselben Vor- 
aussetzungen wie in 11*2 machen. Die Differentialgleichung Jante : 

(I 4 ' 2 ) M[z\ = Xg 0 z 

für eine Eunktion z von zwei oder mehreren unabhângigen Verânderlichen 
x, y , . . wir werden der Einfachheit halber nur x, y schreiben; g Q (x, y) sei 
stetig und positiv, am Rande F eines Bereiches B seien Randbedingungen 

(I4'3) U ^ [z] = 0 (/« = 1, 2, . . . , h) 

wie in (6*2) vorgegeben. Die Eigenwertaufgabe sei, vgl. (6*3) und (6*4), 
selbstadjungiert, volldefinit, besitze eine GREENsche Eunktion G(x, y. £, rj) 
und einen Kern K : 

(14-4) K(x, y, f, rj) — 0 (x, y. f, y) | g„(x, y)g 0 ({ , rj) , 

1 ) Das hier gegebene Beispiel ist ganz grob und dient nur zur Erlàuterung der 
Méthode. Durch Anlage einer grôBeren Zeichnung und sorgfâltigere Wahl der Atis- 
gangsfunktion F 0 (z) lassen sich die Ergebnisse erheblich verbessern. 
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der symmetrisch, quadratisch integrabel und von mittlerer Stetigkeit sei, 
d. h. man soll die Théorie der Integralgleichungen aus 7*2 anwenden konnen. 

Geht man aus von einer Vergleichsfunktion F 0 (x , y) (d. h. man kann 
M [i^ 0 ] bilden, F 0 erfüllt die Randbedingungen U [F 0 ] = o und es ist 
F 0 ^ O) und bestimmt weitere Vergleichsfunktionen F n nach 

( 14 - 5 ) u „l F J = 0 (» = 1 . 2 , . . .), 

so kann man die SCHWARZschen Konstanten 

(14-6) a n = ff g 0 F i F ll _ i dxdy (n = o, I, 2, . . .) 

und die Quotienten 

;i47) (a = 1,2 ,...) 

bilden. Dann liiBt sieh die Tat sache 

(I4*S) Hi ff-2 ^ f l 3 ^ * * * ^ ^1 

und unter der Voraussetzung Â 2 Z 2 ;> die Hauptforniel (12*19) 


( 14 * 9 ) 


ft.+i 


A*» — /b 41 



/*« + 1 


^ ii ^ i«„ + i 


fast wortlich genau so beweisen wie in § 12. Denn zuni Bevveis der mono- 
tonen Abnahine der y n in 12*3 braucht man nur die Selbstadjungiertheit und 
Volldefinitheit des Problems 1 ). 

Die ja., n mit geradem Index 2 n lassen sich wieder als RAYLEiGHsche 
Quotienten schreiben, und zwar ist nach (11*15) entsprechend zu (12-9) 


Nach der in ii*2 dargestellten Minimaleigenschaft des kleinsten Eigen- 
wertes sind die /u 2 n und damit aile fi n obéré Schranken für A 1 ; damit ist (14*8) 
bewiesen, Die ungeradem Index hangen mit dem zweiten in 11*2 

genannten Minimalprinzip (11*25) fur den kleinsten Eigenwert zusaminen; 
es ist /q gleich dem in (11*25) rechtsstehenden Quotienten, und entsprechend 
ist' jLio n _i gleich dem Quotienten in (11*25), wenn man F n an Stelle von Fj 
schreibt. 

Der Beweis für (14*9) kann genau von 12*4 übernommen werden, man 

b 

hat nur sinngemâB z, g 0 z, J j • • • dx dy, an Stelle von y, N [y], j • • • dx zu 


1 ) Das monotone Abnehmen der [i n gilt also auch bei den allgemeineren partiellen 
Differentialgleichungen der Gestalt M\z ] = XN[z ], sofern sie nur selbstadjungiert 
und volldefinit sind. 
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14-2. Der Einschliefiungssatz von Kryloff-Bogoliubov für die Einglied- 
klasse 1 ). Rieser EinschlieBungssatz benutzt den Entwicklungssatz aus 
IO-8 und gilt in derselben Allgeineinheit. Es liege also ein selbstadjun- 
giertes volldefinites Problem der Eingliedklasse (4*22), (4-8) mit der Riffe- 
rentialgleichung 

.1/ [y] =XN[y]=(~ 1)“ A [g n 1 

mit g ti {x) =4= O vor, und unter den Randbedingungen môgen die Bedingungen 
(i4* 10 ) y(<*) = y' (a) = • • • = y { "~ l) (<*) = y {b) = y' {b) =••• = y { "~ l) {b) = 0 

vorkommen. Rann lautet der 


EinschlieBungssatz von Kryloff-Bogoliubov : Unter den ( soeben 
wiederholten) Voraussetzungen des Enticicklungssatzes ans 10-8 berechne man 
Jiir zwei Funktionen F 0 (x) und F 1 (x), von denen F 0 (x) nacli Zusatz 1 von 10*3 
halbzulassig und F x (x) eine Verghichsjunktion ist , und die in der Beziehung 
M\F X ] = A T [T 0 ] stehen, die Quotienten y x und u 2 nach (12*20). Dann liegt 
zwiichen den beiden Zahlen 

( I 4 * 11 ) /# 2 — V (^-/^ 2 «Wf/ /<! -r V(//i — /' 2 )/'2 

mindestens ein Eigenwert des v orgelegten Problem s. 

Für die speziellen Eigenwert problème M ( y \ — Âg 0 y kann man die Yor- 
aussetzung (14*10) und die Bedingung der Halbzulassigkeit von F 0 (x) 
streichen, denn dann ist jede stetige Funktion F 0 (x) halbzulassig. und die 
Spezialisierung des Satzes lautet: Ist F 1 (x) eine Yergleichsfunktion. so bilde 
man die Zahlen 


a 0 =f ^(J/WAr. «1 = jFj.l/tFjlrf.c. a, = fff 0 Ffdr, 




Rann liegt zwischen den Schranken (14*11) mindestens ein Eigenwert. 


Beweis: Xach den Voraussetzungen liegen zwei Funktionen F 0 . F x mit 
M\F i \ = N\F n \ 

vor. JPj erfüllt die Randbedingungen und ist eine Yergleichsfunktion. sie 
la Bt sich also in eine nach dem Satz in 10*8 {m — i)-mal gliedweise differen- 


*) Für einen Spezialfall findet sich der in der Literatur oft naeh Weixstein be- 
nannte Satz bei X. Ivrvlc F r und X. Bck oliibcv. Bull. Acad. Sci. URSS.. Classe 
pins. math. Leningrad (1929) .471. Für die speziellen Eigenwert problème ist der 
Satz bewiesen von H. D. Weinsteix. Proc. nat. Acad. Sei. Washington 20 (1934) 
329. und unter sehwaeheren Voraussetzungen von E. Kamke. ]\Iath. Z. 45 (1939) 788. 
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zierbare Reihe nach den uormierten Eigenfunktionen y p entwickeln: 

F A X ) = ïl b P y P ’ mit ( nach ( I0 '4)) b P = j F iN[y v \dx, 

p=* 1 « 

wobei (auch für die differenzierten Reihen) die Reihen der absoluten Be- 
triige der Glieder im Intervall a , 6 gleichmàfiig konvergieren. Mit F 0 und F 1 
werden nach (12-20) die SCHWARZschen Konstanten a Qi a ly a 2 und Quo- 
tienten , // 2 gebildet. Rann folgt bei Beriicksichtigung der Selbstadjun- 
giertheit 

/ (l*t F I — F 0 )(h 2 N [F) 1 — JV [F 0 ])<fa iF x F[t\]dx S F 0 N{F 0 ]dr 

1 1 1 - ~ b 

jF,N[F l ]rlx 


(14-12) 


SF,N[F,Vx 


= /G - 2 H ' ft> + /<! • fit = (fh - ■ 


Der linksstehende Ausdruck liiJBt sich umfonnen. Im Ziihler steht, wenn 
man zur Abkürzung y) = /u 2 F 1 — F 0 setzt, der Ausdruck 

b 

I y>N[y>] 

und für diesen Ausdruck gilt nach der PARSEVALschen Ungleichung 
(10*13) 

/ y>N[y>]dx^fl c$, 

a 7-1 

wenn man mit c p die FoüRiER-Koeffizienten von y) bezeichnet : 

b b b 

c„ = J y N [y r ] dx = /< 2 / F 1 N [?/„] dx - / F 0 N [y p ] dx . 


Nun ist 

b 


f F o N [y,,l dx = ! y v N i F <i\ dx = I ’Jp M (lx = f F i M tepï dx 

à a a « 

= l„J F 'iN[y p ]dx^X p b p , 

« 

also 

c P = b p(M 2- V- 

Somit gilt für den Zahler der linken Seite von (14-12) 
fyN[ v ]dx^f:^-X p )\ 

U p-1 
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4- Vertàhren der schrittweisen Nàherungen. 


wiihrend der Nenner auf folgende Weise ausgerechnet werden kann (die 
Reihe für F x darf wegen n <* m — I gliedweise n- mal differenziert werden) : 

(F,N irjdx = (FA- D" à* = fF i 1 " ) g„F\ H) dx 

il </ Cf 

=iüw ) -9.*ï'** 

a p l 

= ÏSk f 

a p = 1 1>-1 

Wenn nicht nur n<^m — I, sondern sogar 2 n<^m — I ist, darf man die 
Reihe für F 1 gliedweise 2n-mal differenzieren und erhâlt dann das letzte 
Ergebnis kürzer durch die Rechnung 

j FjNIFA dx = £ / 6 ()ÿ( ,6,iV [ ÿ ,1 dx = £ b; . 
a v,q-l « 

Sorriit ergibt (14-12) 

Zb-pU't-W 

(14-13) oo — ^ (/' 1 — iKlh • 

EK 

Î >=1 

Ist nun der fi 2 am niichsten gelegene Eigenwert (oder einer von den beiden 
môglicherweise von jx 2 gleich weit entfernten Eigenwerten), so gilt für aile p 

(/h — V 2 ^ (Ab — ^) 2 > 

und aus (14-13) folgt 

(// 2 — A,.) 2 ^ (/b — Ab) Ab 
oder, wie in (14-11) behanptet, 

Ab ~~ i (/b ~~ Ab) Ab ^ ^ Ab + 1 ^ (Ab ” Ab) Ab • 

14-3. Beweis der Hauptformel (12 19) mit Hilfe des Entwicklungs- 
satzes. Die Formeln des § 12 für das Verfahren der schrittweisen Niihe- 
rungen lassen sich auch bequem und in durchsichtiger Weise mit Hilfe des 
Entwicklungssatzes (§ 10) beweisen, und diese Art des Vorgehens soll ini 
folgenden kurz dargestellt werden. In § 12 wurde cine etwas umstandlichere, 
aber dafür weiterreichende Méthode benutzt; es waren dort allgemeine 
Eigenwertprobleme zugelassen, wiihrend der Entwicklungssatz vorlaufig 
noch an die Voraussetzungen der Eingliedklasse gebunden ist. Zudem ist 
die für die Anwendbarkeit des Entwicklungssatzes notwendige Voraus- 
setzung, daB F 0 (x) eine Vergleichsfunktion ist, bei technischen Problemen 
oft nicht erfüllt oder nur unbequem erfüllbar. 



Beweis der Hauptformel (12*19). 


2 II 


Die Eigenvvertaufgabe (4*5) bis (4*8) erfülle die in 10*8 fiir die Gültigkeit 
des Entwicklungssatzes gemachten Voraussetzurigen, insbesondere habe 
die Difïerentialgleichung die Gestalt 

(14-14) M [ÿ] = kN[y\ = A(- I)" , 

und es sei hier überdies 2 n <* m — I 1 ). Wir gehen ans von einer Ver- 
gleichsfunktion F 0 (x). Diese la fît sich dann in eine Reihe nach den Eigen- 
funktionen y i entwickeln: 


00 

(I^) -F» (Z) =^7C; «/;(*), 

i—r 

und man darf die Reihe gliedweise (m — i)-mal, also insbesondere 2w-mal, 
difïerenzieren ; für die Reihe (14-15) und auch für die difïerenzierten Reihen 
konvergieren die Reihen der absoluten Betrage gleichmâfîig, daher ist 


( 14 - 16 ) NlFJ^jrjciNly,]. 

i*=r 


Die Sumnie (14-15) beginnt dabei mit einer Nummer i = r, wobei r I 
sein kann. Es ist damit zugelassen, dafî F 0 keine Komponenten nach den 
ersten (r — I) Eigenfunktionen hat. In (14*15) ^ ann dann c r 4 = O vor- 
ausgesetzt werden. 

Die Reihe 


oo 

<P(2) =IJ C i 


yi}*) 

HT' 


erfüllt die Gleichung 


MW\ 



c i N \y{\ = N [J’ol 


und die Randbedingungen (4-8), d. h. q){x) ist gleich der Funktion F^x), 
die nach dem Verfahren der schrittweisen Naherungen aus F 0 (x) hervorgeht. 
Ebenso folgt für die weiteren F 2 (x),F 3 (< r), . . . allgemein 


(14*17) 




mif) 

r tV 


{k = O, I, 2, . . .). 


Nun lassen sich die ScHWARZschen Konstanten (12-4) ohne weiteres be- 
rechnen. Nach den gemachten Voraussetzungen diirfen die Reihen aus- 
multipliziert und gliedweise integriert werden; es folgt wegen (5*33) : 

(14-18) a k = f F t N[F 0 ]dx = f ÿy 0 £c i N[y j ]dx=Z^. . 


) Diese Voraussetzung ist für die speziellen Eigenwertaufgaben stets erfüllt. 
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4- Verfahren der schrittweisen Nàherungen. 


Für die ScHWARZschen Quotienten (12*8) hat man dainit 


(14-19) 


Y" 7 —! 

a? 






C5° 2 r oc ,1 . 

27, -St a© 

i^r V ï — r ' ' t' 


A r \* + 1 


(A* = O, I, 2, 


Da die A } - sâmtlicli positiv und die in den Su mm en auftretenden A ; ;> A r sind, 
kann man die monotone Abnahme der /u k . und ihre Beschfânktheit gemaB 
(I2-II), hier also die Tatsache 


(14-20) / J t 2; /** +1 ;> /«*+. ^ • • • S: K 

aus den folgenden Beziehungen unmittelbar ablesen: 


(14-21) 


tu- 


L = 


|Nè. 

Si 


> 0 


(A - • i } 2, 


(14-22) 


J£27ÿFT,*ïb(*/-w 

_ i r j >i j _? 

f'h'+i / 00 . \ / 00 


M(M‘) 


; O (À* = I, 2, . . .) • 


Aus (14*19) folgt ferner die Konvergenz der // A . gegen den Eigenwert A r 
(auch wenn A, ein mehrfacher Eigenwert ist) und aus (14-17) die Konvergenz 
der mit geeigneten Faktoren (z. B. mit Af) multiplizierten Funktionen F k (x) 
gegen die r-te Eigenfunktion y r (x ) für k 00 (bzw. wenn A r ein mehrfacher 

r -t ;; 

Eigenwert, etwa A, = A, +1 =•••== A M .„ < A H , ist, gegen g c, y, : (x)). 

ï r 

Aus (14-21) folgt ferner 


und 


(14*23) 


/** •- A r 

/‘ifc+i - A r 





C L 

A* 

1 


l l k — A r 
/**4 1 “ X r 


Pk + 1 



Ar 

Ai 


) 


c» 2 

A* -1 

» 



A, \ rf 
A, I if 


In den Summen fallen die Glieder mit i — r fort ; man verkleinert daher 
den Wert des Quotienten, wenn man im Nenner Af durch l r+1 • Af -1 ersetzt, 



Itérât ions verfahren bei Randvvertproblemen. 
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wobei l ryi gleicli ). r x oder eine untere Schranke für X r+1 ist. Dan 11 kann man 
l r+l herausziehen und Ziihler und Xenner werden gleich; man erhalt 


^ K, 

K r 


Die untere Schranke l r f , muB für den Übergang zu der folgenden Formel 
(14-25) so gewahlt sein, dafî l ftl > /u k rl ausfallt. (Ist X ril > A r , so ist wegen 
der Konvergenz der \i k gegen X r bei geniigend groBem k jed en faits l r x > [i k , 
erreichbar.) Dann ergibt sich aus (14-24) 






oder 

k; 

,-T, + ■) 

Mt+i K 1 

(14-25) 

/«*+ r 

/«A -+1 

4-1 

/<kf 1 

+ 

Vi 

VI 


also für den Fall, daB X r der erste Figenwert X k ist, in Übereinstimmung 
mit (12-iç) 1 ). 

14-4. Konvergenz des Iterationsverfahrens bei Randwertproblemen. 

Wir beginnen mit einein einfachen Beispiel. Das Randwertproblem 

y" — ® 2 (i — y), 

y { — 1) == y(i) == o 

hat die eindeutig bestiminte Lôsung y(x) — I — ’ sie existât, werm 

cos a 4 - 0 ist, d. h. wenn a verschieden ist von den Zahlen i ^ ^ , 



Zur Losung dieses Ramtwertproblems kann man das folgende Iterations- 
verfahren anwenden: man bestimrnt ausgehend von einer willkürlich ge- 
wahlten stetigen Funktion Y 0 (x) eine Funktionenfolge Y x (x) y Y 2 (x ), . . . 
als Losungen der Randwertnufgaben 

Y"=a*(i-~Y H ) | 

r„ + i(-D- r, ,.,(!)=■ o 1 1 i0,I,2, "' ) ' 

Zur Untersuchung der Konvergenz dieses Iterationsverfahrens werden die 
Abweicluingen der Y n (.r) von der exakten Losung eingefiihrt: 

*„(*) = (*) — ?/(•*)• 

Dann geniigen «lie z H (x) den Beziehungen 

» (re=ü)Ii2 ,...). 

*.+ «(-' X ) — z n H t 1 ) — ° ) 


( n = o, 1, 2, . . .) • 


9 We itère Abschàtzungsfbrineln siehe in Math. Z. _|0 (1940) 698 -702. 
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4- Verfahren der schrittweisen Nâherungen. 


z x {x) ist zweiinal stetig differenzierbar, gentigt den Randbedingungen und 
laBt sich daller in eine ForRiER-Keihe entwickeln : 


Dan n ist 


s i(- r )=i7 c > in ' 




Demi darch gliedweise (hier erluubte) Différentiation erkennt iimn 
z" «s — c/ 2 Zj . und z 2 (a’) erfüllt die Randbedingungen. Geuau so folgt 




rrr(j- 4- ! ) 


d.h. fiir juj < 71 geht z tt x gegen O; das Iterationsverfaliren konvergiert. 
Fur [ or | > T ' > wiichst z w ...,(.r) über aile Grenzen, falls C\ + o ist: das J te- 

rationsverfahren divergiert dann im allgemeinen. 

Xun sei 

{ M\y\ — <iA T [y'| = r(a') , 

( ‘ 4 ' 26) I = o 

ein selbstadjungiertes Randwert problein , fiir welches das ziigehorige homo- 
gène Eigenwertproblem 

(14-27) M [y] -- /JV | y\ — O , U „ [y | — O 

die beim Entwicklungssatz in IO-8 geforderten Yoraussetzungen erfüllt. 
Beim Itéra tiens verfahren berechnet man ausgehend von einer beliebig ge- 
wahlten stetigen Funktion y o (.r) weitere Y„ (.r) n a eh 
(14-28) l - -ü (^ — o, 1, 2, . . .) . 

Wieder fiihrt man zur Konvergenzimtersuchung die Unterschiede z n (.r) 
gegeniiber dei‘ Losung y{x) des Randwertprobleins ein: 

zjx) — Y ti {x)~ y{x) . 

Dann gilt 

M [z tl K1 ] - « N [zj, V ft [z tt H ] m. o (* = o, 1,2,...). 
Xach den getroffenen Voraussetzungen laBt sieh z } (.r) naeh den Eigenfunk- 
tionen y t {x) von (14-27) entwickeln: 


Dann lôst 


z ,( x ) — 17 


oc 

z ï( x ) = S y «,■&•(* ) 



Méthode von Koch. 


215 


dus Randwertproblem 
und allgeniein gilt 

(i4- 2 9) z „ -i(*) =jt (f; ) e il /;(•*') • 

Das Iterationsverfahren konvergiert also bei beliebigen c n wenn der Be- 
trag von a kleiner als der kleinste Eigenwert ist : | a | < Ap bei j a | > Aj di- 
vergiert das Iterationsverfahren für Cj 4 = 0 , d. h. im aîlgemeinen. 

14*5. Méthode von Koch für die hôheren Eigenwerte 1 ). 'Die Anwendung 
des Entwicklungssatzes mif das Verfahren der sclirittweisen Niiherungen 
in 14-3 hatte gezeigt : Ist die Ausgangsfunktion F 0 (x) im verallgemeinerten 
Sinne orthogonal zu den (r — 1) ersten Eigenfunktionen, aber nicht zur 
r-ten Eigenfunktion, so konvergieren die SCHWARZschen Quotienten 
gegen den r-ten Eigenwert A r . Ist also insbesondere F 0 (x) zur ersten Eigen- 
funktion y x (x) im verallgemeinerten Sinne orthogonal, so konvergieren die 
jUj. im aîlgemeinen gegen den zweiten Eigenwert A 2 . Man kann daller den 
zweiten Eigenwert A 2 angenahert bestimmen, indeni man von einer Funk- 
tion H 0 (x) ausgeht, die zu déni letzten F n (x), welches man zur Berechnung 
des ersten Eigenwertes bestimmt hatte und welches also die beste Annahe- 
rung ist, die man für y^(x) bat, im verallgemeinerten Sinne orthogonal ist. 
Da aberE /( (x) nicht genau mit ^(.r) übereinstimmt, wird IJ 0 (x) immer noch 
eine kleine Ivomponente zur ersten Eigenfunktion haben, und man zieht 
vorsichtshalber bei jedeni Iterationssehritt die Komponente zur Funktion 
F v (x) ab, die als beste Naherung für die erste Eigenfunktion dient, 
berechnet also naeh der Vorschrift 

(14*30)/ M l H t \ = N[H t ,]: ü„ [H*] = o 1 

= (*)—j F " M / = 

j J F„ N [E„] dx a 

« 

weitere H k . und erhiilt Naherungswerte für A 2 nach 

b 

J H b M [H k ] dx 

(14-31) A 2 ^ /?[//,]-; — . 

J Ht F [Ht] dx 

a 

Entsprechend kann man auch den dritten Eigenwert angenahert bestim- 

x ) J. J. Koch, Verhandl. 2. internat. Kongr. f. Teehn. Meeh., Zürich 1926. 
S. 213 — 218. 





Übungsaufgaben zum 4. Kapitel. 


.[(3-x*>r f ÿ 0 
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4* Verfahren der schrittweiscn Nàherungen. 


Lôsung: Zvvoi Verglciehsfunktionen F 0 , F j, die miteinander in der geforderten 
Beziehung (12*1) stehen. wnren bereits in (11*27) angegcben. Mit ihnen bereehnet 
inan naeh (12*4) und (12*8) 

"0 3761275: a x 1 19950,9; (t ‘i 3 82 5-593 

und daiaus 


th - 


3 ^ 35679 ; /i 2 


- 3 i - 354 8 5 • 


Fine untere Schranke / 2 fur den zweiten Figenwert /. 2 (bei Betrachtung mir der zu 
r o symmetrischen Eigenfunktionen) erhàlt man du reh Vergleieh mit cinem Pro- 
biem mit konstanten Koeffizienten. bei dem man 3 — x 2 dureh seinen kleinsten 
Mort 2 ersetzt bat, zu i 

Dann Iiefert (12*19). die gegenüber 11*4 engeren Sehranken 


31,3309b ^1 3 i* 354 8 5 • 


3. Man f libre Aufgabe 2 graphiseh naeli den Methoden des § 13 dureh. 

Man geht aus von einer geschàtzten Funktion ic(x) ----- [(3 — x 2 )F'i]'\ die in 
Abb. 14*1 oben dargestellt ist; man weiB von ir nur, daft es an den Endpunkten 
x - i 1 versehvvindet, im iibrigen nimmt man es symmetrisch an. und bei den 
weiteren Schritten kann man sich daber stets mit der linken Halfte x <, o begniigcn. 
Fin erstes Seiieck Iiefert (3 — x 2 )F " , dureh Division dureh 3 — x 2 erhàlt man F \' , 
welebes mit Hilfe fines zweiten Seileekes zu F x fübrt. Xun bereehnet man sich die 
Funktion - F' 0 ' - ?/••+ 60 F 1 und gewinnt F 0 (x) dyreh ein drittes Seileek. Die 
Mafîstàbe fiir F " , F,, F () sind naeh (13*17) ohne weiteres berechenbar; in Abb. 14*1 
sind Skalen angebraeht. Die Intégrale fiir die ScmvAKZsehen Konstanten werden 
naeh der Sim esoNsehen Regel ausgewertet: 

(/ 0 - 71,5; «j ■- 2,28; — 0.073; 


Die SoiWAKZsehen Quotienten u. /,J , u, - <<l unterscheiden sich innerhalb 

* «1 “ "2 

der dureh die Zeiehnung bedingten ( Jenauigkeit nieht voneinander und ha ben einen 
Wert von etwa 31,3. 

4. Man bereehne naeh (12*19) 
die Knieklast fiir einen beider- 
seits gelenkig gelagerten Stab der 
Lange l n und der ve f idcr- 
liehen Biegesteifigkeit 



c 

a --r (Abb. 14*2). Abb. 14*2. Kniekstab zu Aufgabe 4 von 14*6. 

2 4 cos x ^ ^ 

Mit F ?.c bat man 


— V " 1 (2 -f cob x)y = Âg 0 y . 

?/(°) ^ y(*) - 0 . 


Losung: Zwei den Randbedingungen genügende Funktionen F () . F 1 mit 
- F” g 0 F 0 erhàlt man leiclit in 

c sin x -r 4 sin 2 x 




F n 


2 -, L eos j 



übungsaufgaben zum 4. Kapitcl. 
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Die Konstante c kann beliebig gewàhlt werden. Uni aber gute Resultatc zu erhalten, 
veriangen wir, dafi F 0 und F x , die ja beide Nàherungen für die erste Figenfunktion 
sein sollen, in ihrer (lestait einander môglichst àhnlieh sind. Die (lestait von F 0 (x) 

kann inan ganz grob durch den Wert an der Mitte F 0 und die Werte derTangenten 

an den En den F ' 0 (o) und F ' 0 (77) besehreiben. Verlangt inan ahnliehe (lestait bei F x , so 
ergibt die Forderung 

F' 0 (o): F' (o) F o(j) d< * n Wert c IO 

und die Forderung 

F' 0 (ti) : F[(tt) - F 0 : F x |-?j den Wert c 14 . 

Man kann also keine allzu seharfe Übereinstimniung von F 0 mit F x erreiehen und 
wird zur Frzieîung môgliehst guter ( v bereinstiininung etwa c 12 setzen. Man 
erhalt mit c — 12 naeh (12*4) und (12-8) 

jl TT 

«0 r J % F l (1x l6rr (4 —y 3); "1 - S ( Jo F o F x <lx - 74 •‘ T: 

0 0 


fi* J g 0 Ft.dx =- 151 -t: 


8(4 — 1/3) 


o,4<)° 3(174: 


IU — O, 4 <)OO 0()2 . 

/2 <h « 5 l 

Fine untere. Sehranke / 2 f ur 7 2 erhalt man, indern inan (J 0 (x) dureh seinen Maximal- 
vert 3 ersetzt und so ein gesehlossen losbares Problem bekomrnt: 


und damit naeh (12*19) 0,489891 <L ~ 0.490066. 

Zu dieseni Beispiel vgl. aueh Aufgabe 1 von 21 *6. 

5. Man bereehne für den in Aufgabe 5 von 11*4 (S. 175) behandelten Druekstab: 
y iv + 20 y — ).y" , 

2/(4- t) - y " ( 4: 1 ) 0 

die ersten beiden Figenwerte 7 ., und 7 . 2 . 

Ergebnis: Wie in 11*4 verwendet man tür À x die Ausgangsfunktion 

F x (x) ~ :6i — 75 F 2 * 4- F5* 4 — • 


Daim wird F 0 (x) - 644 


790 x 2 4- 155 :r 4 — 102® 4 “ 


{F n F' ( {dx - 1027294: <h - - $ F 0 F' X 97 160,652 ; 

-1 -1 

l 

ru J F x F" <1 x -- 9189,4026; 

-1 

10,573148; n 2 - 10.573120 (Fehler 4 * 0,00024 %) l ). 


i) Das Vorzeiehen des Fehlers (vgl. (I. Schulz, Formelsammlung zur prak- 

tisehen Mathematik, Sammlung (lôschen, Berlin und Leipzig 1937 » S. I 3 ) i»t naeh 

S. IT7 folgendcrmaBen festgelegt: Fine Nàherung £ für eine LrôBe, deren wahrer 

Wert x ist, bat den Fehler £ — x. 
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4- Verfahren der schrittweisen Nâherungen. 


Für den zweiten Eigenwert ?. t geht man aus von einer Funktion F x (x), die aufier 
F x (± i) = F' 1 '(± i) F* v (± i) = o noch F t (o) = o erfüllt: 

F 1 (x) r 31 x — 49-** + 21 x 6 — 3a: 7 , 


F 0 (x) — (430 x* — 628 a: 3 -f 210 x* 

1 

S = - fF 0 F' 0 ’dx - 141082,65; 
-1 

°° — 11,97688; fi 2 a * = 




«1 " ' - 

Die exakten Eigenwerte sind gegeben durch 


12a: 7 -f x 9 ), 

ci l — 11779,580; «2 = 989,62786; 

1,90304 (Fehler -f 0,06%). 


K 


>+(”)* 


(n 


i x — 10,573096, ;. 2 11,896028, a 3 — 23,10724, 

6. Man berechne einige Funktionen F n {x) bei dem Probleni 
y lv — — A y", !/(i!) r: /(i 1 ) “ 0 • 

Ausgehend von F 0 (x) — 1 — x 2 erhàlt man: 

12 * F X {x) =, (1 — a* 2 ) 2 , 

360 F 2 (x) - (1 — x 2 ) 2 (3 - a: 2 ), 

60480^3(2:) (1 — a; 2 ) 2 (51 — 22a,* 2 + 3- 1 ’ 4 )* 


8 

-- — ; a, 

3 

15; /^2 


45 

10,5; Va 


i6_ 

945 


16 

231*405 


7-675 * 

• To) ; r ' 2 ' "■ 


,8696 . 


7. Man berechne obère Schranken für den kleinsten Eigenwert X x des 

Probleins 

y IV -f A [1 — x)y'\' - Ay, 

2/(o) - y» = y"(i) - ÿ"{ 1) - o 

fur A 2, indem man nach dem Verfahren der schrittweisen Nâherungen für F 0 (x) 
und F t (x) Polynorne môglichst niedrigen Grades ansetzt, derart, dafi F 0 (x) die 
wesentlichen und F x (x) aile Randbedingungen erfüllt. 

Durehführung: Mit 

F 0 = 6 x 2 -f 28 a; 3 - 15a 4 , 

10 x 3 — 5 a 4 + 3X 6 ) 




(30 x 2 


(ist ,4 von 2 oder 6 verschieden, so muû man bei F 0 und F x Polynôme mit einem uni 
1 hôheren Grade verwenden) ergeben sich die SouwAitzschen Konstanten und 
Quotienten 


2 432 

35 


= 69,485 7 


l 6 i 8 

389 


«, - 778 

105 

9*377 8 9, 


=- 7*40935 » 


55688 

69300 


0,803579, 


64185 

- Trrr - 9,22066 . 
z 6961 



Drei Minimalprinzipien. 
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5. Kapitel. 

Numerische Verwertung der Minimal- 
eigenschaften. 

§ 15. Grundlagen des RiTzschen Verfahrens. 

15-1. Drei Minimalprinzipien. Vorgelegt sei eine selbstadj ungierte Eigen- 
wertaufgabe (4*5) bis (4-8), bei der der Eigenwert A nicht in den Rand- 
bedingungen auftritt. Die Bedingungen (8*2) der Volldefinitheit 

b b 

fuM[u]dx>o, fuN[u]dx> 0 

a a 

seien für aile Vergleichsfunktionen u erfüllt. Dann gelten folgende Minimal- 
prinzipien. 

1. Minimalprinzip von Rayleigh: Nach dem Satz in 8-1 ist der 
ldeinste Eigenwert A x das Minimum, das der RAYLETGHsche Quotient (8-1) 

b 

J u M [w] dx 

<15 •!)■ *W = ‘j 

J uN[u ] dx 

a 

annimmt, wenn u den Bereich aller Vergleichsfunktionen durchlàuft. 

2. Minimalprinzip von Kamke: Man kann gegenüber dem Rayleigh- 
schen Minimalprinzip den Bereich der Funktionen u erweitern, was für die 
praktische Rechnung oft von groBem Vorteil ist. Da jedoch die Beweise 
ziemlich lang sind, kann hier nur das Ergebnis mitgeteilt werden, bezüglich 
der Beweise muB auf die Originalarbeit von Kamke 1 ) verwiesen werden. 

Wendet inan nach 4*6 die DlRiCHLETsche Formel (4*17) (4*18) auf den 
RAYLElGHschen Quotienten (15*1) an, so geht Æ|V| über in 

b ni 

J ZfM'^fdx + MoW 

(15-2) K[u] = -.^~ 

a v-0 

Dabei kann man wegen der vorausgesetzten Selbstadj ungiertheit in den 
DiRiCHLETschen Randteilen M 0 [u] und V 0 [w] mit Hilfe der Randbedin- 
gungen U M [a] — O die m-ten und aile hôheren Ableitungen von u elimi- 
nieren, so daB in (15*2) nur u und die Ableitungen von u bis zur m-ten Ord- 

1 ) E. Kamke, Über die definiten selbstadj ungierten Eigemvertaufgaben IV, 
Math. Z. 48 (1942) 67 — 100. 
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nung vorkommen. In Tafel III (S. 66) sind fur eine Anzahl der wichtigsten 
Problemklassen diese Ausdrüoke M 0 \u] und A^ 0 [w] explizit angegeben. 

Der Satz von Kamke sagt dann aus, dafi das Minimum des Quotien- 
ten K[u] ist, wenn u den Bereich der zulüssigen Funktionen durchlauft, 
also der Funktionen, die naeh der Définition in 4-2 nur m-tnal stetig diffe- 
renzierbar zu sein und nur die wesentlichen Randbedingungen zu erftillen 
brauchen. 

3. Minimalprinzip bei den speziellen Eigenwe rtauf gaben 1 ). 
Im Falle JV[y] — g 0 (x)y ergibt sich èin weiteres Prinzip aus dem Verfahren 
der schrittweisen Naherungen. Ist u(x) eine beliebige Vergleichsfunktion, 
so kann man sie als Funktion F^x) beim Iterationsverfahren auffassen 
und zu ihr eine Funktion 

05 3) = 

bilden. Der RAYLEIGHsche Quotient (15-1) liiBt sich dann als SCHWARZ- 
scher Quotient // 2 (nach 12*9) 

sehreiben. Da aber nach (I2-II) die//* monoton abnehmen, ist auch 
Nun liiBt sich [i x leicht durch F l ansdrücken, es ist 

J F 0 N[F 0 ]dx $ F 0 M [F ,]dx 

( 15 * 4 ) Fi = \ = h ’ 

J F i N [F 0 ] dx $ F X M[F J dx 

also nach (15-3), wenn wir statt F l wieder u sehreiben, 

b 

.f a à) {Ahu ^" r 

(15-5) fi = - — 7, • 

J v M [w] d x 

u 

Das Minimum dieses Quotienten wenn u den Bereich aller Vergleichs- 
funktionen durchlauft, ist der kleinste Eigenwert. . Im allgemeinen ist 
R[u\ eine bessere Annaherung als // 1 bei derselben Funktion w, jedoch ist 
fi l oft etwas schneller zu ennitteîn, vgl. hierzu 13*7 und l6*io. 

Beispiel: Die drei genannten Minimalprinzipien stellen wir einander 
gegen über an dem Beispiel 

— y "=Aî/; y (o) = 0 ; y (1) + 6’ y (1) = o mit C > o . 

J ) L. Collatz, Z. angew. Math. Mech. 19 (1939) 22 &. 
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Nach dem RAYLETGHschen Prinzip (15a) ist 

1 

J U u" (lx 

— Min ° 1 

j » 2rf *' 

0 

wobei u den Bereich der Vergleichsfunktionen, also aller zweimal stetig 
differenzierbaren Funktionen mit ?t(o) = u' (I) -j- Cu(l) — O durchlauft. 
Nach dem KAMKEschen Prinzip (15-2) ist wegen (4*19) 

1 

J u ' 2 dx -f- C Î_m ( 1 ) j 2 

— Min 0 y , 

J u 2 dx 

0 

wobei u den Bereich der zulassigen Funktionen, also aller einnial stetig 
differenzierbaren Funktionen mit w(0) — O (es brauchen nur die wesent- 
lichen Randbedingungen erfiillt zu werden) durchlauft. Beim dritten Mini- 
m al prinzip (15*5) 

r [w'n 2 dx 

?, l — Min ° ^ 

— f u u" dx 

0 

durchlauft u wieder den Bereich der Vergleichsfunktionen. 

Zahlenbeispiel f ü 1* den RAYLEIGHschen Quotienten: Ras Pro- 
bleui 

— ?/" = A y ; y' (o) = y (I) = o 
hat al s erste Eigenlosung 

TT 

y x — cos x 

mit dem Eigemvert 

j = 2,4674- •• 

4 

Als Annüherungsfunktion, die die Randbedingungen erfüllt, net men wir 
z. B. ein Polynom, und zwar von niedrigstem Grade, bei dem die Rand- 
bedingungen erfüllbar sind : 

u = I - .r 2 . 

Dann wird nach (15-1) 

[2(1 — x 2 ) dx 4 

ft| «l =4 = g = y = 2,5 > K = 2,4674 • 

J (T X 2 ; 2 (Ix 
0 D 
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Schon mit dieser ganz einfaclien Amiahenmgsfunktion hat man also einen 
mil’ uni l 1 / 2 % zu liohen Wert für erhalten. 

15-2. Das aUgemeine Ritzsche Verîahren. Es liegt nun nahe, eine Funk- 
tion u noch von Parametern a x , a 2i . . a p abhangen zu lassen: 

u —u(x\ «j, a 2 , . . ., a p ) , 

und diese so zu variieren. daB der mit diesem u gebildete Minimalausdruck, 
z. B. der RAYLElGHsche Quotient 

R\u\ = R\u(x «j, a 2 , . . ., a p \\ 

einen moglichst kleinen Wert erlialt. Es steht zu vermuten, daB daim dieser 
Kleinstwert von R mit dem Eigemvert gut übereinstimmen wird (.Walter 
Kitz, 1908) 1 ). 

Die Forderung, R als Funktioii von a x , a 2 , . . .,a p zuni Minimum zu 
machen, verlangt als notwendige Bedingung die Gleichungen 


(15-6). 


dû 


= O , 


■™ = 0 . 
<a „ 


~ —0 

d<i x v ’ c a 2 ~ ’ ’ àn p 

Das sind p Gleichungen zur Bestimmung der GroBen a lt a 2 , 
so knnn man aucli bei den anderen beiden in 15-1 genannten Miniinalaus- 
driicken K [>] und ju x j>] die Funktion u von Parametern a^, 
gen lassen und erhalt entsprechende Gleichungen wie (15*6) 

Wir gehen jetzt nacheinander noch etwas ausführlicher auf die drei in 
151 aufgestellten Minimalprinzipien ein. 


a p . Genau 


, a p abhan- 


15*3. Die Galerkinschen Gleichungen. Man kommt zu bequemen Glei- 
chungen, wenn man u nicht in beliebiger (nichtlinearer) Weise von den 
Parametern nq , n 2 , . . . , a p abhangen liiBt, sondern einen linearen Ansatz 
benutzt : 


( 157 ) u = 'VAU') -f a 2 v 2 {x) H h- * p v p (x) ■ 

Dabei sollen tq, v 2 , . . . , v fest gewahlte. voneinander linear unabliangige 
Vergleichsfunktionen sein, also u : ' : o nur dann, wenn cq — a 2 = • • • = a p = o 
ist. Dieser Fall wird ausgeschlossen. Dann ist auch u eine Vergleichs- 


l ) Walter Ritz, deutscher theoretischer Physiker, geboren als Sohn eines 
Kunstmalers am 22. Februar 1878 in Sitten im Wallis (Schweiz), studierte 1899 
bis 1902 in Zürich und Gôttingen, wo er promovierte, 1908 Privatdozent wurde und 
am 7. Juli 1909 starb. Vor die Wahl gestellt, entweder wissenschaftlich zu arbeiten 
oder für die Wicderherstellung seiner Gesundheit zu leben, hatte er sich bewufit für 
das erste entschieden (vgl. den Nachruf von Pierre Weiss in W. Ritz, Gesammelte 
Wcrke, Paris 1911). Seine hier zu nennenden grundlegenden Arbeiten sind: Habili- 
ta tionsschrift über eine neue Méthode zur Lôsung gewisser Variationsprobleme der 
mathematischen Physik. J. f. reine u. angew. Math. 135 (1908), Heft 1, und Ann. 
Physik 28 (1909) 737. 
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funktion. Beim Einsetzen von u in den ersten der drei in 15*1 genannten 
Minimalausdrücke, in (15-1), erhalt man 1 ): 

J Z a rM *)- Z a ,M[v a {x)]dx 


(X5-8) 

J Z a rV r {x) . Z a sN[v 8 {x)] dx 


Zur Abkürzung führen wir die Grofien m rg und n rg ein, 

b 


(15*9) 


m ,, = J dx . 

a 

b 

n r,= S V T ( x ) N [»,(*)] dx ; 


man kann sie auch als Elemente zweier quadratischer Matrizen IU und H 
auffassen : 


m= | 

il*' 

■ m i p) 





■■ m vv\ 

i W- 

• n ,r! 


Wegen der vorausgesetzten Selbstadjungiertheit sind diese beiden Matrizen 
symmetrisch : 

(I5-IO) m Tt = m sr , n r , = n lr . 

Dann hat R die Gestalt ein«s Quotienten zweier quadratischer Formen Z 

2 

und N (Zahler und Nenner) : R [u] = mit 
r r 

(15-11) Z = y m r ,a r a,\ N = JJ n r ,a r a , . 

r , *=1 r , 8=1 

Zahler und Nenner kônnen nach der Voraussetzung (8-2) nur positive 
Werte annehmen (der Fall a x = a 2 = • • • = a p — o ist ausgeschlossen), es 
sind also Z und N positiv definite quadratische Formen.' Die notwendigen 
Bedingungen für ein Minimum von R lauten dann : 


8 R 
8 a r " 


N -Z™ 
da r da r 


(r — 1, 2, . . p ) . 


Das Minimum von R werde mit A bezeichnet, man verwendet es als Nahe- 
rungswert für den ersten Eigenwert X x \ 


(15-12) 


A = Mini? [u(x; a x ■ 


■ *„)] - 


x ) Für die praktische Durchführung des Verfahrens ist es oft besser, sich nicht 
die Funktionen v r (x) vorzugeben und aus ihnen M [v f ] zu bilden, sondern sich Funk- 
tionen M [r f ] zu wàhlen und aus diesen durch Intégration die v r herzustellen. Bei 
graphischer Durchführung des Verfahrens wird diese umgekehrte Vorgehensart 
geradezu notwendig, vgl. 16*9 und 16*10. 
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Nach dem RAYLEiGHschen Prinzip (15. 1) ist A Â v Dieses A ist zu- 

g 

gleich der Wert von N an der Minimum stelle. Die Gleichungen für die a p 
vereinfachen sich daher zu: 


(15-13) 


dZ 

da r 



= O . 


Nun war Z nach (15. Il) die Abkürzung für 


Z — ÿj m rg a r a i{ = m lx à[ -f 2 m 12 a 1 a 2 -\ h + 


Daraus folgt 


8 Z A f)N A 

= 2 2 Jm r 8 a 9 , &r r ^ 2 £ n r* a s 


da r 


(15-13) ergibt daher 

p 

(I5;I4) U a .(m„ — An r ')=<J für r = i, 2, . . . , p . . 


Diese Gleichungen heiBen Gleichungen von Galerkin. Sie stellen p homo- 
gène, lineare Gleichungen für ebenso viele GrôBen a g dar und haben genau 
dann eine nichttriviale (d. h, nicht identisch verschwindende) Losung, 
wenn ihre Koeffizientendeterminante verschwindet : 


m \\ 

~An n 

m 12 

-~An l2 • • 

* m i P 

-An lp 


\ m 

(15*15) det {m r8 — An rg )-~ ! . 21 

-An 21 

m 22 

— An 22 

* m 2 p 

-An 2p 

= 0 

m P i 

-An pl 

m P 2 

2 * ' 

■■ m vv 

1 

■e 



Das ist eine algebraische Gleichung für A vom p-ten Grade; sie hat p 
Wurzeln A lt A 2 , . . . , A p ; da beide Matrizen ÎÎI und H reell und symmetrisch 
sind und die zu H gehôrige quadratische Form N in (15-11) positiv définit 
ist, sind nach einem bekannten Satz der Algebra aile Wurzeln A { reell 1 ). 
Wir ordnen sie der GrôBe nach : 

und sehen diese Zahlen A lJ A 2 , . . . , A p als Naherungswerte für die ersten p 
Eigenwerte A 1? A 2 , . . A p an. In 15-8 wird gezeigt, daB sie sàmtlich obéré 
Schranken für die Eigenwerte sind: A p ;> A p . 

Man kann den Gleichungen (15*14) noch eine andere Deutung geben. 

Z 

Der Quotient R =^r ist in den GrôBen a r homogen vom nullten Grade, d. h. 

er ândert seinen Wert nicht, wenn man aile a r mit dersqlben Konstanten 
0 ( 4 = 0) multipliziert. Man kann sich daher die a r „normiert“ denken und 


*) Siehe z. B.: O. Perron, Algebra, Berlin und Leipzig 1927, Bd. II, S. 14. 



Zurückführung auf die Sâkulargleichung. 


227 


nui* solche Système von p Zahlen a ly a 2 , . . a p betrachten, für die der 
Nenner N einen festen Wert, etwa den Wert I hat : 

v 

(15-16) 2 Jn r ,a r a s = I . 

r ,#— 1 

Dann ist H — Z, und man untersucht das Minimum der quadratischen 
Form Z unter der Nebenbedingung (15-16) 1 ). 


15-4. Zurückführung auf die Sâkulargleichung. Sind die im Ansatz 
(15-7) verwendeten Funktionen v r (x) im verallgemeinerten Sinne orthogonal 
und normiert, d. h. bestehen die Gleichungen 

. , r -»r r ( O für r 4= 8 , 

< I 5' I 7) n r ^Jv r N[v,}dx = > u {( . r ^ 


so ist die Gleichung (15-15) für die Nâherungswerte A { die gewôhnliche 
Sâkulargleichung : 


(15-18) 


| m 1 1 — A 

m l2 * 

•• m i P 

j W 21 

1 

m 22 — A • 

•' m 2 p 

I 

1 m ,n 


■■m pp ~A 


Dann sind die A i die ,,charakteristischen Zahlen“ der Matrix HT, und zu ihrer 
schnellen Berechnung gibt es besondere Verfahren 2 ). 

Erfüllen jedoch die Ausgangsfunktionen v r nicht die Gleichungen (15-17), 
so kann man durch eine lineare Transformation 


(I5-I9) 


w 2 = c 21 v x -f c 22 v 2 


■ + C PV V P 


»„ = + C pi! «2 + • 

zu einem neuen System von p Funktionen w li w 2 ,... i w p übergehen, 
welches im verallgemeinerten Sinne orthogonal und normiert ist. Dieser 
Übergang von den v r zu den w r wird als ,,Orthogonalisierung“ bezeichnet 8 ). 


J ) Hieraus kann man die Existenz eines Minimums A folgern; nach einem Satz 
von Weierstrass muB Z als stetige Funktion der a t , a 2 , . . a p auf der abge- 
schlossenen beschrànkten Menge, die durch (15*16) gegeben ist, das Minimum an 
mindesteno einer Stelle annehmen. 

2 ) U. Wegner, Numerische Methoden zur Lôsung von linearen Gleichungs- 
systemen, Berlin voraussichtlieh 1944 °der 1945, L. Collatz, Math. Z. 48 (1942) 
221, weitere Littratur bei A. Vogel, Deulsche Mathematik 7 (1944) 523. 

3 ) Die Orthogonalisierung wurde in 5*9 durch eine fertige Formel (5-32) vor- 
genommen, soll jedoch hier wegen ihrer Wichtigkeit nochmals, und zwar auf eine 
andere Weise durchgeführt werden. 
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Zunàchst bestimmt man c n aus 

b 9 1 

J u\N [ tUjl dx — I , d. h. aus cjj .= . 

« Jr 1 iY[r 1 ]d.r 

a 

Der Nenner ist nach Voraussetzung (8*2) von Null verschieden; das Vor- 
zeichen von c n ist frei wâhlbar, die Funktionen w r sind nur bis auf das Vor- 
zeichen festgelegt. Dann bestimmt man zwei Zahlen c 21 , c 22 , die nicht beide 
verschwinden, so daB die Funktion . 

w t = c ?i v i + c ?2 l, 2 

zu w x im verallgemeinerten Sinne orthogonal ist, d. h. es soll 

b b 

C 2 1 / w l^ M d x + C 2 2 f |> 2 1 dx = o 

u a 

sein. Da v x und v 2 linear voneinander unabhangig sind, kann w * nicht 
identisch verschwinden : man kann nun noch eine Konstante C 2 so be- 
stimmen, daB w 2 = C 2 w * die Normierungsbedingung 

b 

f w 2 N [w 2 1 dx — l 

a 

erfüllt. Dann setzt iijan c 21 = 0 2 c 2l und c 22 = C 2 c * 2 . 

Nun bestimmt man drei Zahlen c* ly c* 2 , c* 3 , die nicht aile drei ver- 
schwinden, derart, daB die Funktion w* — <%\V\ + c *z v 2 "b c *s v 3 zu w i 
und zu w 2 im verallgemeinerten Sinne orthogonal ist: 

b b b 

c 3 1 J w [>1 ] dx -f cj 2 j w x N |> 2 ] dx + CÏ3 J w x N [v 3 ] dx = o 

a a a 

b b b 

cji f tv^Nlv^dx -f- 0*2 f w 2 N [v 2 ]dx -f- c* 3 J w 2 N[v 3 ]dx — o . 

a a a 

Die Funktion w* kann wieder wegen der linearen Unabhângigkeit der Funk- 
tionen v x , v 2 , v 3 nicht identisch verschwinden, man kann sie also mit einem 
konstanten Faktor C 3 so multiplizieren, daB für die Funktion w 3 = C 3 w* 

b 

J w 3 N [w 3 ]dx — I 

a 

gilt So fortfahrènd kann man 

r r n , f O für r 4= s 

(15-20) /«,*[».]* = jj. für r = 5 

erreichen. 

Die Funktionen w r (x ) sind voneinander linear unabhangig, denn aus 
einer Beziehung 

S a.,w r ( x) — 0 
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würde durch Multiplikation mit N [w q ] und Intégration über das Intervall 
von a bis b folgen, daB a ? = o für q = 1, 2. ...» p. 

Man kann die v r nach (15*19) durch die w r ausdrücken: 


v l = r~ w l 

c n 

= d llWl 



d 2 iW/'i 4- d 22 w,* 2 


v p = 

d pl w l+ d v -’ w 2 + ■' 

. • 4 - d w 

1 p p p 


d. h. es kann in der Transformation (15*19) keines der c u verschwinden ; 
wàre namlich einmal c qq — O, wàhrend c n 4= o, c 22 4= O, . . c q _ x q _ t 4=0 
ist, so hiitte man in der q - ten Gleichung von (15*19) eine lineare Beziehung 
zwischen den w x , . . ,,w q mit nicht sàmtlich verschwindenden Koeffi- 
zienten, was aber nicht sein kann. 

Wir denken uns nun mit den auf die hier beschriebene Weise durch die 
( )rthogonalisierung aus den v r (x) gewonnenen Funktionen w r (x) genau so 
einen Ansatz wie in (15*7) mit den v r (x) 

p 

(15-22) u = £ b r w r (x) 

r = l 

durchgeführt, die GALERKiNschen Gleichungen für die w r {x) aufgestellt 
und die Nullstellen der dazugehorigen Déterminante (15*15) berechnet, die 
wir jetzt mit Af bezeichnen wollen (der Stem hat jetzt eine andere Be- 
deutung als oben). 

Dann ist A 1 ~ Af ; denn die Gesamtheit der Funktionen u inv Ansatz 
(15*7) ist die gleiche wie die Gesamtheit der Funktionen bei dem neuen An- 
satz (15*22), folglich hat auch das Minimum A 1 von R[u ] bei beiden A11- 
satzen denselben Wert. Aber auch die weiteren Nullsteljen der beiden für 
die v r und für die w r aufgestellten Determinanten (15*15) stimmen bei den 
beiden Ansatzen überein: 

(15-23) A = A i (t = I,2, 

Man sieht das unmittelbar ein, wenn man die GALERKiNschen Gleichungen 
in Matrizenform anschreibt. Führt man die Matrizen ein : 



so kann man die Ansatze (15*7) und (15*22) mit Hilfe von (15*21) mitein- 
ander vergleichen : 

p v p p p 

U = £ a » V »= E E a * d *' W r = E b r W , ]1lit b r = £ d ,r a , 

« = 1 #1 r 1 r « 1 s — 
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oder 

b = D' a , 

Avobei D' die zu D gespiegelte (transponierte) Matrix 0 ' = ( d ki ) bedeutet. 

Bezeichnet man die mit den w T (x) an Stelle der v 8 (x) gebildeten Zahlen 
(15*9) mit 

»«*, = / w r M[w,]dx, n*, = Jw r N[w,]dx 

a H 

und fafit sie als Elemente zweier Matrizen IÏÏ* und H* auf, so ist H* = <£ 
die Einheitsmatrix ; durch Einsetzen von (I5*2l) in (15*9) folgt: 

p v 

™r, = JJ d rlAl m Xl > n „ = JJ d ,t d 'k 

k. / 1 kl 

oder 

IÏÏ — D Iïï* D' , n=DD\ 
nnd die GALERKiNschen Gleichungen (15*14) 

(ITt-ylH)û = o 

gehen über in 

(D Iïï* D' — .4 D D') a — o . 

Multipliziert man hier von links mit der zu D reziproken Matrix D -1 , so folgt 
(Iïï* — Ad)* (D' a) = îïï * b — Ab = o. 

Das sind aber gerade die GALERKiNschen Gleichungen für den Ansatz 
(15*22) mit den w r (x). Ist A ein Wert, für den die Gleichungen (15-14) eine 
nichttriviale Lôsung haben, so haben für denselben Wert /1 = A* auch die 
GALERKiNschen Gleichungen mit dem w? y - Ansatz eine nichttriviale Losung. 

15 * 5 . Linearer Ansatz beim Eamkeschen Minimalprinzip. Hierbei geht 
man genau wie in 15*3 mit einem linearen Ansatz 

v 

U = Z a r b r {x) 

in den KAMKEschen Minimalausdruck (15-2) ein. Die Eunktionen v r (x ) 
sollen zultissige Funktionen sein, sie erfüllen die Avesentlichen Randbedin- 
gungen, brauchen die restlichen aber nickt zu erfüllen. Bezeichnet man 
die RandAverte A r on u und seinen Ableitungen an den beiden, Randstellen 
a und b 

w(a), u' (a), . . ., w (,, *“ 1) (a), u(b), w'(6), . . ., ^"‘“^(fe) 

mit u v Vy, ■ . ^ 2w , so sind die in ( 15 * 2 ) auftretenden DiRiCHLETschen 

Randteile M 0 [u] und iV 0 [w] quadratische Formen in den tq, . . ., u 2m : 

2 m 2 m 

M 0 \u] = JJ b kl u k u,, N 0 [u] = JJ c kl u k u, . 

t,l=l k.l - 1 


(15-24) 
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Die Ausdxücke M 0 [u] und N 0 [u] sind für eine Reihe praktisch wichtiger 
Pâlie in Tafel III zusammengestellt. Der Minimalausdruck K [w] wird beim 
Einsetzen von u (genau so wie in der vorigen Nummer der Ausdruck R [w]) 
ein Quotient zweier quadratischer Pormen Z* und N* in den a/. 

K[n]= ~ 

mit (m*, und n* s in anderer Bedeutung als in der vorigen Nummer 15-4) 
2 * = i>* N*=£n* K a r a,, 

r,s^l r,8—l 

und die Durchreclinung ergibt, wenn die Randwerte der Punktion v r 
v r (a), t >», . . «{.—«(a), %(&). • • - . 
mit v ftl , v r 2 , . . v r 2m bezeichnet werden: 

b m J p \ / p \ 2m p p V 

z*=f tî. gaM Z «.«ir* W + <vy , 

av-0 \r-l /V / M- 1 *“» r >«-‘ 

wobei man die m*, symmetrisch schreibt, so daB m* s — m* r ist, also: 
(15-25) m* t = / f]f,,{x)v { T ,) (x)é; ) {x)dx + • 


Genau so wird 


(15-26) n*, = / j]g v (x)v i ; ) (x)v^(x)dx + ^c t< — * * 

a v-0 M = 1 

Die weitere Überlegung verlauft genau wie in I 5 * 3 > nur d&B man ^ 

hier durch K [u]> Z*, A* ersetzt. Pür die ersten p Eigenwerte liefert dann 
das hier beschriebene Verfahren Naherungen A, die man als Nullstellen 
der Déterminante 

! rajj — A v% x m*., — An^ • • • m* v — J 
(15-27) det (m* — /1< 8 ) = | | = 0 


»»* 2 - 


"' m *p I 


zu berechnen hat. 

15*6. Die Grammelschen Gleichungen. Wie in 15-3 und 15 4 gehen wir 
mit einem linearen Ansatz 


p 

“ = 17 “ ,»,(*) 

f-1 

jetzt in den dritten in 15-1 genannten Minimalausdruck (15-5), in/^Ju], ein. 
Dabei nehmen wir zunachst an, daB es sich uni ein spezielles Eigenwert- 
problem mit der Differentialgleichung 

M[y] = Ag 0 (x)y 



232 


5. Numerische Verwertung der Minimaleigenschaften. 


handelt. Die v r (a;) sollen ein System von p gegebenen Vergleichsfunktionen 
bilden, also wie in 15 3 aile Randbedingungen erfüllen, nicht nur die wesent- 
lichen. Dann wird (wieder genau entsprechend der Rechnung in 15*3) 

r i- Z ° 

Pl u 1 — jyo » 

Z° =f - 9 ; (x) (È **[•,(*)]) [È «.-»[•.(*)]) dX =È i m >r a . 

mit 

b 

(15.28) m° t = f ^Jf [•,(*)] 

U 

entsprechend ist 

N a = n° 8 a r a g 

r,«-l 

mit 

b 

(15-29) n°, = f v r (x)M\v,(x)]dx . 

a 

Die GrôBen n ™ 8 stimmen überein mit den GrôBen m rs in (15-9). ^i e weitere 
Rechnung von 15*3 übertràgt sich, man hat nur an die GrôBen Z, N , m r g 
und n r 8 das Zeichen ° anzuhàngen. Den Gleichungen (15*14) entsprechen 
hier die Gleichungen von Grammel 1 ): 


(15-30) 


v 

8 ~ 1 


-/!<,) =0 


(r = 1, 2, . . p). 


und die Naherungswerte A für die ersten p Eigenwerte sind die Nullstellen 
der Déterminante 


(15-31) det « — A n°„) = 


1 

— An^ ■ 

* 

-Anf p 


-An° pl - 


— An p v 


= O . 


Liegt ein allgemeines Eigenwertproblem mit der Differentialgleichung 
M[y] = kN[y] vor, so muB man anstatt auf (15*5) auf den ursprünglichen 
Wert (15*4) der GrôBe die eine obéré Schranke für darstellt, nach 
(12-20) zurückgreifen. Setzt man 

F-l(x) = u(x) ='JJa r v r (x) , 

r~l 

so braucht man eine Funktion F 0 , so daB M[F X ] = nach (I2-I) gilt. 

Dabei muB F 0 halbzulassig sein, d. h. so viele Randbedingungen erfüllen, 


*) R. Grammel, Ein neues Verfahren zur Lôsung technischer Eigenwertpro- 

bleme, Ing.-Arch. 10 (1939) 35 — 46. Die Gleichungen sind dort auf andere Weise 
hergeleitet. 
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dafi (12*3) gilt. .(Die Forderung (12-3) bezieht sich auf aile Vergleichsfunk- 
tionen u, nicht nur auf die hier im Ansatz verwendeten speziellen Funktionen 
u = JJa r v r .) Um F 0 zu erhalten, bestimmt man zu jeder der p Funktionen 
v r (x) je eine halbzulàssige Funktion w r (x) mit M[v r ] — N [w,] 1 ). Dann 
kann man 


F 0 ( X ) = S <*r w r(*) 

f = 1 

setzen. Man variiert nun die a r so, dafi der Quotient (15*4) = 


Z a 

N° 


zum 


Minimum wird; der Zâhler Z° hat jetzt die Bedeutung 


Z° = f(Ê <*,»,(*>] ( È a ' M K]j dx =È i m0 r. a T a > - 

wâhrend der Nenner N a sich gegenüber dem Früheren (vgl. 15*29) nicht 
geândert hat. 

An S telle der Formel (15*28) tritt jetzt die Gleichung 
m ? 8 = f w r {x)M[v s (x)]dx, 

a 

wâhrend (15*29), (15*30) und (15-31) unverândert übernommen werden 
kônnen. 


15 * 7 . Zahl enbei 8 piele. Spezielles Eigenwertproblem. Wir reehnen das 
in 12*2 auf andere Weise behandelte Beispiel 


M[y] = - y" = A y, y(o) = y( 1) -f y'( 1) = o 
nach den drei Minimalprinzipien durch. Die Minimalausdrücke sind bereits am 
Schlusse von 15-1 genannt, man hat dort nur C = 1 zu setzen. Wir verwenden bei 
allen drei Prinzipien einen zweigliedrigen RiTZschen Ansatz (15*7)» un d zwar mit 
den jeweils einfachsten Polynomen. 

A. GALERKiNsche Gleichungen. Es werden Funktionen v lf v 2 gebraucht, die 
aile Randbedingungen erfüllen. Polynôme niedrigsten Grades, die dies leisten, sind 
v 1 = $x — 2 x 2 ; V t = 2X — x* . 

Dann ist M[i\] = 4, M [v 2 ] = 6 x. Mit ihnen bereehnet man nach (15-9) 

11 10 

m \\ = i V \M [t’i] dx = J 4 (3 a; — 2 x 2 )dx =± , 

00 ô 

1 1 

w 12 == J v x M 0' 2 ] dx — J 6 s (3 a; — 2x 2 )dx — 3, 

0 0 


und ebenso 


£4 
5 ’ 


= f t\r 2 dx — — , 

i 


7 1 

io 5 


i) Für n^> 1 ist also w r {x) als Lôsung eines Randwertproblems festgelegt. Wir 

setzen voraus, dafi diese Randwertprobleme für r = 1, ... ,p lôsbar sind, anderen- 
falls hat man v r (x) geeignet abzuàndern. 
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Damit lautet die Déterminante (15*15) 

l°-A± 
3 5 




O . 


Mit A 


7 2 wird daraus 

[5 o — 842 
I 45 — 77 - 


45 77 2 

42 - 71 2 


~ 35 z 2 — + 75 =o- 


Mit den Wurzeln dieser quadratischen Gleichung 2 — 1 (74 ± I/2851) erhàlt man 

35 i 

a,ls obéré Schranken für die ersten beiden Eigenwerte : 


A 


1, 2 


= ’ (74 ± y 2851) = 


I 4,1211 (Fehler +0,13%), 
\ 25,479 (Fehler +5.5 %) • 


Die genauen Eigenwerte bestimmen sich nach Tafel VI mit A = k 2 aus der transzen- 
denten Gleichung tg k = — k zu ^ — 2,02876, k 2 = 4,913 und damit zu Ai ~ 4,1 1586; 
A 2 - 24,14. 

Über die Lage der Rrrzschen Nâherungswerte làBt sich bei einem zweigliedrigen 
RiTz-Ansatz, wie wir ihn hier verwendet haben, allgemein folgendes aussagen: Sind 
A\ und A% (etwa der Grôfle nach geordnet. d. h. A* ^ A%) die RAYLElGHSchen 
Quotienten, gebildet mit den Ansatzfünktionen v x und v 2 und sind A x , A 2 die.Nàhe- 
rungswerte beim zweigliedrigen Ansatz u — a x v x + a 2 v 2 , so gilt bei selbstadjun- 
gierten Eigenwertaufgaben, die die Bedingung (8*2) erfüllen: 

<15-32) o < X x ^ A x £ A* x ^ A} £ A 2 . 


Denn es ist 




A*=^ 


und die Gleichung (15-15) lafit sich bei Beriicksichtigung der Symmetrie (15-10) 
auf die Gestalt bringen 

An x 2 )~ 
n , , • 


{A -A*) {A- AÎ) - 


Die Nâherungswerte A x , A 2 des zweigliedrigen 
erfüllen. Wegen der Voraussetzung (8-2) ist n lx 



Abb. 15*1. Die Nullstellen bei einem zwei- 
gliedrigen Ritzansatz. 


Ansatzes müssen diese Gleichung 
> o, n 22 > o, also die rechte Seite 
nichtnegativ und Null nur für 

A — üîl? Dber die Lage von 
n x2 

— - kann allgemein nichts aus- 
W 12 

gesagt werden, in unserem Zahlen- 
beispiel ist < k x . Trâgt man 

n iï 

beide Seiten der Gleichung als 
Funktionen von/1 auf (Abb. 15-1), 
so erhâlt man zwei nach oben 
offene Parabeln, von denen die 
eine zwischen A\ und A* négative 



Zahlenbeispiele. 


235 


Werte annimmt, also sicher für A* < A < A% keinen Punkt mit der anderen Pa- 
rabel gemeinsam haben kann, d. h. es gilt (I5-32) 1 ). Ist z. B. v 2 eine gute An- 
nàherung für die zweite Eigenfunktion y 2 und À% ein wenig grôBer als A 2 , so fâllt 
der neue Nàherungswert A 2 schlecnter aus! (A 2 A* ;> A 2 .) 

B. KAMKEsches Minimalprinzip. Jetzt werden Funktionen v 2 ge- 
braucht, die nur zulàssig zu sein, also nur die wesentliclien Randbedingungen zu 
erfüllen brauchen. Von den Randbedingungen ist y(o) — o eine wesentliche und 
y(i) + y'i 1 ) = 0 eine restliche. Die einfaehsten Polynôme i\, v 2 mit v*(o) — o 
sind v x = x, v 2 — x 2 ; also machen wir den Ansatz u = a x x + a 2 x 2 . Man kann jetzt 
die GrôBen m r8 und n* s nacli (15*25) und (15*26) berechnen, man kann aie aber auch 
durch Einsetzen des Ansatzes für u in den Minimalausdruck 


K [ u ] 


Z* 

: N* : 


J u' 2 dx + [«(i)] 2 
0 

1 

jv du 


erhalten. Es wird dann 


Z* 


1 

- J (a, 
0 


- 2 a 2 x) 2 dx + \a x -f a 2 ) 2 — 2n\ + 4 a x n 2 + - 


£ ”*s 


also 


Entspreehend wird 


also 


N* — J (a y x -f- a 2 x 2 ) 2 dx — — a 2 -f- 
0 3 


1 * T 

-- , W* 2 

3 4 


!+ 5“ J ’ 


Somit lautet die Glcichung (15*27) für die A 


2— A 
3 


A j 


4 3 5 ! 

Diese quadratische Glcichung liât die Wurzcln A ~ (64 4 j/iôô) oder 

A - 4>i545, 

A =-38,512. 

C. GRAMMELsche Gleichungen. Jetzt müssen die Funktionen v 2 als 
Vergleichsfunktionen wieder aile Randbedingungen erfüllen, wir verwenden daher 


1 ) Dies làBt sich auch so beweisen: Nach (15*12) ist das Minimum des Rayleigh- 
schen Quotienten R bei variablen a lt a 2 die Zahl A — Ay, und dieses A ist eine 

Wurzel der Gleichung (15*15). Genau so muB auch das Maximum von R eine Wurzel 
dieser Gleichung (15*15) und damit = A 2 sein. Insbesondere ist also A\ <. A 2 . 
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dieselben Funktionen wie bei A: 

t7j =. 3 x — 2 x * , t’j ~~ 2 X — x 3 

mit 

AT [«,]•= 6.r. 

ÿ a (x) hat hier den Wert 1, somit erhàlt man nach (15*28) und (15*29) 

n □ r 1 q X O □ 

m u = 16, m-y 2 ~ w«, 2 ~ .12 , n n = - , « l2 = 3» n a 

die Déterminante (15*31) 

- 1° , ,4 

16 A 12 — 3 A 

3 j = o 

12— \A 12— ~/l 

5 




15*8. Die hôheren RiUschen Nàherungswerte. Nach dem Gedankengang 
des RiTZschen Verfahrens sucht man, vgl. (15*12), das Minimum des Ray- 
LElGHschen Quotienten R auf ; daher ist ohne weiteres klar, daB aile 
Wurzeln A i , die sich aus (15*15) ergeben, obéré Schranken für den ersten 
Eigenwert X x sind. Denken wir uns wie in 15*3 die der GrôBe nach ge- 
ordnet, so sind überdies auch die hoheren RiTZschen Werte A 2 , A 3 , .. . . 
obéré Schranken für die entsprechenden hoheren Eigenwerte X 2 , X 3 , . . 
d. h. es gilt der 

Satz: Die Eigenwertaufgabe (4*5) bis (4*8) sei selbstadjungiert und voll - 
définit ( d . h. es sei ( 8 * 2 ) erfüllt ) und der Eigenwert X trete nicht in den Rand- 
bedingungen auf. Mit den voneinander linear unabhangigen V ergleichsfunk - 
tionen v 1 , v 2 , . . . , v werde das Ritzsche Verfahren in der Galerkinschen Form 
durchgeführt , d. h. es werden Konstanten m rs , n rg nach (15*9) un( ^ pNull- 
stellen A t der Déterminante (15*15) berechnet. Die A { sind sdmtlich reell ; 
ordnet man sie der Grôpe nach : A x ^ A 2 ^ A p , so stellen sie obère 

Schranken für die entsprechenden Eigenwerte dar : 

(15*33) A { ^ X i (i = i,2, . . p). 

Der Beweis soll hier nur für den zweiten Eigenwert A 2 X 2 durchgeführt 
werden, für die hoheren verlauft er ganz entsprechend. Es liegt also ein 
festes Funktionensystein v 2 , . . v p vor, mit welchem der RiTZ-Ansatz 

p 

u = £a t v r 

r— 1 

durchgeführt wird. Man kann sich dieses Funktionensystein bereits in ver- 
allgemeinertem Sinn orthogonalisiert und normiert denken : 



0 für r =}= s, 

1 für r = 8 ; 
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denn die Überlegungen in 15 4 haben gezeigt, daB man, falls die v r (x) von- 
einander linear unabhângig sind, stets durch eine lineare Transformation zu 
einem neuen System von Funktionen w a (x) übergehen kann, für welches 
(15*20) gilt und welches genau dieselben Werte A liefert wie der Ansatz mit 
den v r (x). Dann sind die A { die Wurzeln der Sàkulargleichung (15*18), also 
zugleich die ,,charakteristischen Zahlen“ der symmetrischen Matrix 
IR = (m ik ) oder auch die ,,charakteristischen Zahlen‘‘ der quadratischen 
Form 

V 

Z = £ m r. a r a . ■ 
r, *=! 

Der RAYLEIGHsche Quotient nimmt nach (15*8), (15*11) und (15*17) die 
Gestalt an: 

v 

Z m r)l a r a s 

R[u]= r ^ — 

*-1 

Der Beweis für die Behauptung A 2 ^ stützt sich auf das CoiJRANTsche 
Maximum -Minimum-Prinzip für quadratische Formen 1 ). Danach gilt zu- 
nachst: Es ist MinQ = A lf d. h. das Minimum von Q bei Variieren der a r 
ist der Wert A v Bezeichnen wir nun für beliebig gegebene Konstante 
c lt c 2 , . . c p mit m = m{c r ) das Minimum von Q unter der linearen homo- 
genen Nebenbedingung 

è C r a r = O > 
r=l 

so sagt das CoiJRANTsche Maximuin-Minimum-Prinzip aus: Es ist A 2 
gleich dem Maximum von m(c r ) bei Variieren der c r : 

Max /Min Q\ = A 2 . 

Cf \ U v I 

Dieses Prinzip entspricht genau dem Maximum-Minimum-Prinzip für die 
Eigenwerte in 8*4. 

Bezeichnet man nun wie in 8*4 das Minimum des RAYLEiGHschen 
Quotienten R [w] unter der Nebenbedingung 

b 

J wudx = o 

a 

mit M(w), so ist nach dem CoURANTschen Prinzip von 8*4 
Max |MinR [w]| — Ag , 

l ) R. Courant und D. Hilbert, Methoden der mathematischen Physik, Bd. I, 
2. Aufl. Berlin 1931, S. 27—29. 
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d. h. es ist X 2 das Maximum von M(w ), wenn man w den Bereich aller 
integrierbaren Funktionen durchlaufen làBt. 

Wir beweisen nun: Es ist bei beliebig gewiihlter Funktion w stets 
M (w) <; A 2 . Wenn das bewiesen ist, so muB diese TJngleichung auch für 
den grôBten Wert gelten, den M (w) annehmen kann, d. h. es gilt X 2 A 2 . 

Es sei also w eine beliebige, aber weiterhin fest gewàhlte Funktion. Wir 
berechnen zu ihr Konstanten c r naeh 

b 

c r = J wv r dx 

a 

und bilden m(c r ), d. h. das Minimum von Q (zugleich das Minimum von R) 
bei Variieren der a r unter der festen Nebenbedingung 

é C r a r ~ O ' 
r—t 

Diese Nebenbedingung ist identisch mit der Nebenbedingung 

P b b 

2 ] a r f wv r dx — j wudx — o , 

r » 1 « a 

P 

m(c r ) ist also das Minimum von R für die Funktionen u — JJ a r v r mit der 

r = 1 
P 

Nebenbedingung c r a r — O, und diese Funktionen sind nur eine Teil- 

r-i 

menge der bei M (w) zugelassenen Funktionen. Es ist also 

m(c r ) M (w) . 

Nun ist A 2 — Max m{c r ), also m(c r ) ^ A 2 , und damit folgt M{w) <, A 2 und 
die Behauptung ^ A 2 . 

Bei den hôheren Eigenwerten hat man nur entsprechend mehr Neben- 
bedingungen heranzuziehen (wegen eines ausführlicheren Beweises vgl. FuB- 
note I von S. 221). 

§ 16. Weitere Ausführungen zum RiTZschen Verfahren. 

16*1. Die Eulerschen Gleichungen der Variationsrechnung. Der all- 
gemeine Satz in 15-8, der eine exakte Grundlage für das RiTZsche Verfahren 
liefert, ist an einige Voraussetzungen (z. B. die Bedingung (8*2) soll erfüllt 
sein) geknüpft 1 ). Es gibt eine Anzahl von in der Technik vorkommenden 
Aufgaben, bei denen diese Voraussetzungen nicht mehr erfüllt sind und bei 
denen man trotzdem das RiTZsche Verfahren anwenden kann. Man kann 
in vielen dieser Falle einen Ausdruck J angeben, für den die in der Varia- 

J ) Es lassen sich auch noch etwas weitergehende Sàtze aufatellen. 
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tionsrechnung aufstellbaren notwendigen Bedingungen für ein Minimum, 
die sogenannten EüLERschen Gleichungen mit ihren Bandbedingungen, 
übereinstimmen mit den vorgelegten Differentialgleichungen und ihren 
Bandbedingungen. Wer von der Seite der Anwendungen herkommt, wird 
in solchen Fâllen keine Bedenken tragen, das BiTZsche Verfahren anzu- 
wenden, in der Erwartung, daB man mit der unteren Grenze des Bayleigh- 
schen Quotienten zugleich den kleinsten Eigenwert des Differential- 
gleichungsproblems annâhert. Der Klarheit wegen aber sei ausdrücklich 
betont, daB die EüLERschen Gleichungen nur notwendige, keineswegs aber 
hinreichende Bedingungen für ein Minimum darstellen. Wegen dieser 
Schwierigkeit der „klassischen“ Methoden wurde das BiTZsche Verfahren 
in § 15 vôllig unabhângig von der Variationsrechnung hergeleitet; die Mé- 
thode der Paragraphen 4, 5, 8, 12, 15 béant wortet die in der klassischen 
Variationsrechnung offengelassene Frage, ob überhaupt ein Minimum 
existiert. 

Wir geben eine kurze Herleitung 1 ) der EuLERschen Gleichungen und 
wenden sie dann auf Eigenwertprobleme an. 

Es liege das Variationsproblem vor, den Kleinstwert des Ausdrucks J 
zu bestimmen : 

b 

J =zj[u] = J F(x,u,u',u"y . . u (m) )dx-{- A(u(a), v! (a), . . ., % (w_1) (a)) 

a 

+ 2?(tt(6),*'(6) f . . = Minimum; 

dabei ist F eine gegebene stetige, mit stetigen partiellen Ableitungen bis zur 
(m + l)-ten Ordnung einschlieBlich versehene Funktion von x, u, u , . . u {m) ; 
A und B sind gegebene stetige, nach allen Argumenten stetig partiell diffe- 
renzierbare Funktionen der Bandwerte von u , u', . . und zum Ver- 

gleich sind aile 2 m-mal stetig differenzierbaren Funktionen u{x) zuge- 
lassen, die gewisse fest vorgegebene lineare homogène Bandbedingungen 

(16*2) V m [u] = O (f/, — l y 2 , . . . , k) 

erfüllen. Diese Bandbedingungen seien von gleicher Art wie früher die 
XJ ^ [y] — O in (4-8) ; sie seien voneinander linear unabhângig, und ferner 
môgen keine Ableitungen von hoherer als der (m — l)-ten Ordnung vor- 
kommen. Wir nehmen an, es gebe einen Kleinstwert von J und unter 
den „zugelassenen“ Funktionen u eine Funktion y(x), für die J den Kleinst- 
wert annimmt: 

(16-3) J [y] £.J\u\ 

x ) Wegen einer ausführlicheren Darstellung siehe z. B. Fuûncte 1 von S. 237^ 
a. a. O. S. I57ff. 
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<i6-5) 


Ist rj{x) eine zugelassene Funktion, so kann man mit einem Parameter f 
die einparaniétrige Schar von Funktionen 

(16-4) u(x) = y(x) + erj{x) 

herausgreifen, und auch für diese muB die Ungleichung (16*3) bestehen. Für 
diese Funktionenschar wird J [u] eine stetig differenzierbare Funktion von e, 
also J\u] = 0 (c). Diese Funktion kann nur dann für £ = o ein Minimum 
nnnehmen, wenn für‘£ == 0 ihre Ableitung #'(o) = O ist, (wenn also die 
,,erste Variation “ £*< 2 >'(o), für die man auch à J schreibt. verschwindet). 
Die Ausrechnung ergibt: 

j t b 

<l>'( 0 ) = -j—l J F(x, y -|- er), y’ + et]', . . y {m) + erj {m) )dx ■ 

+ A (y + et), + e^ m ~\. a 

+ M+e V , . . y (m - 1) + «V m - 1) w} e _ o 

( “ I Wy r l F y'rf H h F y(m)V im) ) dx 

Dabei bedeuten tiefgestellte Indizes partielle Ableitungen, z. B. 

b y(') * 

Nun werden die Intégrale über die einzelnen Summanden des Integranden 
durch Teilintegration umgeformt, bis an Stelle von rf 1 ^ der Faktor rj auftritt : 

b b 

fF y , v 'dx=[r,F v ,l-f v ±F p ,dz, 

u a 

b b 

f F ir ri" dx = \n'F v „ - rj ~ F y „^ + J V ^F r .dx 

u a 

und ebenso bei den weiteren Summanden. Aus 0'{O) = o folgt damit 
nach (16-5) 


(i6-6) J t) |F (/ - 

U 

mit dem Randausdruck 


d d 2 

~F ~—F „ I- (— i) n 

dx v'^ dx* v" L) 


d'“ F 
dx'»y {m) 


dx -f- S = 0 


(167) 


« = [vF„- + (yF v „ - r, l F v „) + ... + (•/-»*>) - r-'-'lF^ 


d 2 

1 „(wj- 3 ) a et 

+ n ïè F v(“‘)~ 


, . d» 1 " 1 

. + (-ir- i ii T ^r-T f. 


IC 


-\~A y rj(a) -i y ) {a) -f B y r\{b) -f f- B y ( m _ 1) rj 


dx ™- 1 ' y(m) 

,0n- 1 )( 6 ) 
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Nun durfte rj(x) eine beliebige zügelassene Funktion sein; daher kann 
(16-6) nur dann erfüllt sein, wenn die eckige Klammer des Integranden 
identisch verschwindet, wie man durch indirekten Beweis unmittelbar sieht : 
Wàre die eckige Klammer 4= o, etwa > 0 an einer Stelle x 0 mit a < x 0 < 6, 
so trâfe dies auch in einer genügend kleinen Umgebung | x — x 0 1 <£ S dieser 
Stelle zu; ist dann (l6*6) für eine Funktion rj = rj* erfüllt, so wâre (16*6) 
für rj = 77** verletzt, wenn man 

*• = iv* + ( x ~ x o— Ô) 2 m+ 1 (x— a: 0 +â) 2m+l für \x—x 0 \£ô 
| r\* sonst 

setzt. Es muB also 

(16-8) dx F y' "f" dx* F v" ^ (~ I ) dx™ ^ v {m) ~ 0 

sein; dies ist die sogenannte EuLERsche Gleichung des zu (lô-l), (16*2) ge- 
hôrigen Variationsproblems ; sie stellt eine notwendige Bedingung für die 
Lôsungsfunktion y (x) des Problems dar. 

Mit dem Verschwinden der eckigen Klammer folgt aus (16*6) auch das 
Verschwinden des Randausdrucks S. Wir setzen nun für unsere Eigenwert- 
probleme voraus, daB die gegebenen, in (i6-I) auftretenden Funktionen F, 
A und B quadratische Formen in u und den Ableitungen sind ; dann ist S 
ein Bilinearausdruck, d. h. linear homogen sowohl in den Randwerten von y 
und seinen Ableitungen wie in denen von 77. Es erfüllen y und rj die Rand- 
bedingungen (16.2). Mit Hilfe von (16*2) kônnen k von den 2 m Randwerten 
?y(a),?/(a), . . 77 (m-1) (a), rj(b), rj’ (b ), . . -,rj (m ~ l) (b) durch die übrigen dieser 

Randwerte ausgedrückt werden. Diese übrigen 2 m — k Randwerte der 
Ableitungen môgen ,,freie Randwerte “ heiBen 1 ) und in irgendeiner Reihen- 
folge mit rj v r] 2 , . . ., rj 2m -k bezeichnet werden. Drückt man in 8 aile Rand- 
werte von rj durch die freien Randwerte aus, so nimmt S die Gestalt an 

<16-9) s = É % • w v [y] = O > 

v — 1 

wobei W v [y] in den Randwerten von y linear homogen ist. Da die rj v be- 
liebig gewàhlt werden kônnen und es zu jeder Wahl der rj v zügelassene 
Funktionen gibt, folgt aus (16-9) 

(iô'io) W v [y] = 0 (V = I, 2, ..., 2 m—k). 

Das sind 2 m — k notwendige Randbedingungen für die Lôsungsfunktion y 
des Variationsproblems (l6-l), (16-2), die im allgemeinen von den k Rand- 
bedingungen (16*2) verschieden sein werden, so daB dann insgesamt 2 m 
Randbedingungen für die einer Differentialgleichung 2 m-ter Ordnung ge- 

x ) E. Kamke, Math. Z. 48 (1942) 70. 
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nügende Funktion y vorhanden sind. Über die Losbarkeit dieses Rand- 
wertproblems, über die Eindeutigkeit der Lôsung und über die Yerschieden- 
heit der Randbedingungen (16*2) und (1610) wird in der Allgemeinheit, in 
(ier hier die Aufgabe behandelt wurde, nichts ausgesagt. 

16*2. Beispiel. Ein Eigenwertproblem. Fiir die Biegeschwingungen eines 
einseitig eingespannten Stabes der Liinge L der am freien Ende eine Einzel- 
inasse M tragt und für den Biegesteifigkeit a und 
Classe pro Làngeneinheit y konstant sind (Abb. i6*l), 
lautet das zugehôrige Yariationsproblem. wie in 16-4 
naher begründet wird, 

/ 

(16*11) J—f (a«" 2 — /.{U u 2 )d.r — 
ô 

— Ext renui m 

mit den wesent lichen Randbedingungen 

(16*12) u (0) = u (o) = 0 . 

Ber Ausdruck 0 ' (o), der bis auf den Faktor e die 
erste Variation darstellt und verschwinden mu B, lautet hier, wie man durch 
Teilintegration sofort erhalt, 

(16-13) o = f --|„ 0 = / t< K 2/'')" — + «s 

mit 

■S = [V a 2/"]ô — [»)(ay")']ô - ?.My(I))]{l) 

= >li 0 ) • (*2/")/-o — </(°) • (aÿ").r ,o + ')(0 • ï — (“/')' — 

+ >]'(>) ■ (a 

ij(o) und ?/ (o) verschwinden nach (16*12). i]{l) und tf (/) sind freie Rand- 
werte. Also folgt ans S — 0 das Verschwinden der Faktoren von r](I) und 
?/(/), und man erhïlt fiir y die Randbedingungen 

|(aÿ")' + )-My] x „, = 0: y" (l) = o . 

Zu diesen Randbedingungen treten noch y( o) = y' (O) = o für y hinzu. Die 
Differentialgleichung für y ist die gleich Xull gesetzte eckige Klammer 
in (16*13), d. h. 

(««/")" —hfty. 

A ergibt sich als Eigenwert dieses Different ialgleichungsproblems. 

Man kann die Gleichungen dieses Eigenwertproblems auch als not- 
\yendige Bedingungen für ein anderes Variât ionsproblem auffassen. Tritt 
der Eigenwert linear auf, wie es jetzt angenommen werde, und sind die 
Funktionen F, A, B von (l6-l) quadratische Fonnen in u und den 



schwingungen eines 
einseitig eingespa nn- 
ten Stabes mit Ein- 
zelmasse. 
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Ableitungen von u, so kann man den Ausdruck J von (l6-l) in der Form 
J — J x -f- XJ 2 darstellen, wobei J 1 und J 2 nicht mehr die GroBe X ent- 
halten. Dann sind die notwendigen Bedingungen (16-8), (16*10) dieselben, 
als wenn man nach dem Minimum des Ausdruckes J x unter der Neben- 
bedingung J 2 = const, etwa J 2 = 1, fragen oder als wenn man das Mini- 
mum des Quotienten 



aufsuchen wiirde 1 ). 

16*3. Umkehrung der Fragestellung und Ritzsches Verfahren. In i6«i 
hatten wir zu einem vorgelegten Variationsproblem (l6-l), (16*2) als not- 
wendige Bedingungen für die Lôsungsfunktion die EuLERsche Differential- 
gleichung (16*8) und weitere Kandbedingungen (i6*io) angegeben. Die uni- 
gekehrte Fragestellung, zu einer vorgelegten Differentialgleichung und ge- 
gebenen Randbedingungen ein zugehôriges Variationsproblem (l6-l), (16*2) 
anzugeben, für das Differentialgleichungen und Randbedingungen gerade 
notwendige Bedingungen für die Losung sind, laBt sich nicht so leicht be- 
antworten; es gibt nicht zu jedem beliebig vorgelegten Differentialglei- 
chungsproblem ein zugehôriges Variationsproblem, z. B. schon dann nicht, 
wenn die Ordnung der Differentialgleichung ungerade ist, aber auch bei 
gerader Ordnung der Differentialgleichung gibt es nicht immer ein zum 
Problem passendes Variationsproblem. 

Eine Differentialgleichung in der selbstadjungierten Form 

tn n 

S (- ïYU'Wy^t" 1 = *£ (- 1 ngAx)y w P 

v-0 

liiBt sich dagegen stets als ErLERsche Differentialgleichung (lô-8) schreiben, 
man braucht nur in (iô-l) 

m y n 

( 16 - 14 ) F = ■ JJ f, [y^f El. & v) ? 

“ v-0 v- 0 

zu setzen. Die wesentlichen Randbedingungen verwendet man als (l6*2). 
Man wird dann versuchen, zwei quadratische Formen A und B in (i6-l) so 
anzugeben, daB (iô-io) mit den vorgegebenen restlichen Randbedingungen 
übereinstimmt ; ob und wann das môglich ist, soll hier allgemein nicht unter- 
sucht werden. Für die selbstadjungierten yolldefiniten Eigenwertprobleme, 
bei denen X nicht in den Randbedingungen auftritt, wurden in § 15 zuge- 
horige Variationsprobleme aufgestellt, und für die meisten, sonst noch in 
Physik und Technik vorkommenden Eigenwertprobleme kann man durch 
Energiebetrachtungen, und zwar oft auf kiirzerem Wege als über die Diffe- 

Nach den Regeln der Variationsrechnung für Problème mit Nebenbedin- 
gungen vgl. etwa Fufinotc 1 von S. 237, a. a. O. S. 187 ff. 



244 


5* Numerische Verwertung der Minimaleigenschaften. 


rentialgleichung, ein zum Problem gehoriges Varia tionsproblem aufstellen. 
Hierzu sollen in 16*4 und 16*5 einige Beispiele gegeben werden. 

Hat man einen zu dem Problem gehôrigen, zum Minimum zu machenden 
Ausdruck J [w] der Gestalt (l6-l), so kann man das RlTZsche Verfahren wie 
in § 15 anwenden. Man geht mit einem (gewôhnlich linearen) Ansatz (15*7) 

p 

(16-15) 

r-i 

in (i6-l) ein und erhâlt in 

c j\E a i v d x )\ 

(16-16) = 0 (fc = 1, 2, . . p) 

die Gleichungen des RiTZschen Verfahrens. Als v i (x) verwendet man von- 
einander linear unabhàngige, die wesentlichen Randbedingungen erfüllende, 
genügend oft differenzierbare Funktionen. 

16*4. Die Energiemethode bei Schwingungsaufgaben. Vorgelegt sei 
irgendein schwingungsfahiges System, etwa ein elastischer Kôrper, der 
kleine Schwingungen um eine Gleichgewichtslage (Ruhelage) ausführen 
kann. Bei einer Eigenschwingung werde die Schwingung eines jeden Teil- 
chens als sinusfôrmig angenommen, so daB die Auslenkung 1 ) aus der Ruhe- 
lage zur Zeit t durch y(t) = Y sin <ot gegeben ist. Dabei ist weiterhin ange- 
nommen, daB aile Teilchen bei der Eigenschwingung in gleichem Rhyth- 
mus schwingen, d. h. mit gleicher Kreisfrequenz oj und gleicher Phase, aile 
Teilchen passieren in demselben Augenblick die Ruhelage, und aile Teilchen 
erreichen in demselben Augenblick ihren Maxim alausschlag, die Ampli- 
tude Y. Dieser Wert Y ist noch von dem betreffenden Teilchen abhangig, 
d. h. eine Ortsfunktion. 

Xun wird die kinetische Energie T und die potentielle Energie U auf- 
gestellt. Bezeichnet o die Dichte und dv das Volumelement des Kôrpers, 
so ist 

( 16 - 17 ) T — T (t) = * J oy 2 dv — ~ j oor Y 2 cos 2 ojt dv — T* or cos 2 o)t . 
Dabei ist 

(16-1S) T* j qY-(Ii: 

die sogenannte .,bezogene kinetische Energie". 

Der Ausdruck fiir die potentielle Energie U hangt von dem betreffenden 
schwingenden Korper ab und kann nicht allgemein hingeschrieben werden. 

1 ) y ist abhangig von der Lage des herausgegriffenen Teilchens, die durch Ko- 


ordinaten z a , .... x r gekennzeichnet werden kann. Es müBte also statt y{t) 
eigentlieh y(t, x x . x 2 . . . .. x r ) geschrieben werden. 
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Sie ist die Arbeit, die geleistet werden muB, uni die durch y(t) angegebene 
Lagenanderung der einzelnen Teilchen hervorzurufen, und kann z. B. in 
Arbeit gegen âuBère Krâfte, in Formânderungsarbeit usw. bestehen. Sie ist 
jedenfalls bei dem vorgelegten System als bekannt anzusehen und hàngt in 
angebbarer Weise von den Auslenkungen y ab. 

Bei dem Schwingungsvorgang werde von Dàmpfungen abgesehen. Dann 
ist nach dem Energiesatz E = T(t) + U (t) zeitlich konstant, d. h. bei maxi- 
malem T ist U am kleinsten und umgekehrt. Setzt man eine bei U noch 
freie additive Konstante so fest, daB in der Ruhelage U = O ist, so ist die 
Gesamtenergie E=T m&x = U m&x , es findet bei der Schwingung voll- 
standiger Austauseh zwischen kinetischer und potentieller Energie statt. 

Nun ist nach (16-17) T m&x = co 2 • T*, also 


(16-19) 


t^max 
T* ‘ 


Kennt man die Schwingungsform, d. h. die Verteilung der Amplituden Y 
über den Kôrper, so kann man nach dieser Formel die zugehôrige Kreis- 
frecjuenz m berechnen. 

Nun sagt das ,,RAYLElGHsche Prinzip“ der Mechànik aus: Setzt man in 
(16-19) rec hts für Y eine irgendwie geschatzte, aber môgliche, d. h. mit den 
Randbedingungen vertragliche Schwingungsform ein, so ist der entstehende 
Wert grôBer oder gleich dem Quadrat 0)\ der kleinsten Eigenkreisfrequenz , 
f)der anders ausgedrückt, cof ist das Minimum des Quotienten (16*19), wenn 
man aile mit den Randbedingungen vertraglichen Amplitudenverteilungen 
Y zum Vergleich heranzieht. 

Man macht sich dieses Prinzip oft auf folgende Weise plausibel 1 ): Ist 
7 * eine beliebig gewahlte, aber die Randbedingungen erfüllende Ampli- 
tuden verteilung, so vergleicht man das vorgelegte System mit einem anderen 
System, welches nur noch einen Freiheitsgrad hat und bei welchem man 
den Korper zwingt, nur Auslenkungen der Form y — c • Y* anzunehmen, 
wobei c nur von der Zeit t , aber nicht vom Orte abhiingt. Derartige Zwangs- 
bedingungen erhôhen im allgemeinen die Steifheit des Kôrpers und damit 
auch die Frequenz der Grundschwingung. 

Diese SchluBweise stellt natürlich keinen strengen Beweis für die Mini- 
maleigenschaft von coj dar; es wird sich die Minimaleigenschaft wohl auch 
schwer in einer solchen Allgemeinheit durch derartige einfache Gberlegungen 
beweisen lassen. Immerhin gilt die Minimalaussage streng in einer groBen 
Anzahl von Fâllen, z. B. wenn das betreffende Problem auf ein Eigenwert- 
problem führt, das die Voraussetzungen des Satzes in 15-8 erfüllt; in diesen 


i) S. Timoshenko, Schwingungsprobleme der Technik, Berlin I93 2 * S. 288. 
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Fallen stimint der Ausdruck (16*19) mit dem RAYLElGHschen Quotienten 
(4*25) überein. Man wird nun auch in denjenigen in der Technik vorkom- 
nieiideii Fallen, in denen die Minimaleigenschaft von ojj nicht streng be- 
wiesen ist. das RAYLEiGHsclie Prinzip der Mechanik als richtig postu- 
lieren und als Grundlage des RlTZschen Verfahrens zur angenaherten Be- 
rechnung von (o 1 benutzen. 

Das RiTZsche Verfahren wird dann wieder in der bereits in § 15 und am 
SchluB von 16*3 beschriebenen Art durchgeführt : man macht einen Ansatz 

(16*20) y = 27 «/.*•/ 

mit a als Konstanten und r. als moglichen Ainplitudenfunktionen. Anstatt 
den Quotienten ~~ zuin Minimum zu macheri. kann man nach den Regeln 
der Variât ionsrechnung auch die Forderung (mit vj 2 ~ /.) 

(16*21) J = r max — ).T* — Ext rem um 

und damit die Gleichungen des RlTZschen Yerfahren> in der Fonn 

dJ 

(16*22) ■*— = () 0 = 1-2 p) 

C (I ; 

aufstellen. 


16-5. Biegeschwingungen. LaBt man zur Berechnung der Eigenfre- 
quenzen bei Biegesclm ingungen von Tragern. Rahmen. Stabwerken. Xeben- 
einflüsse durch Lüngsschwingungen. Rotationstragheit und Schubkrafte 
beiseite. so sind bezogene kinetische Energie T * und potentielle Energie 
U luax durch die Ausdrücke gegeben: 


(16*23) 


T* = 


=T J* 


F tr ds . 


( 16 24) r, uax = ÿ f ds = ‘ j y H"*ds ■ 

Dabei bedeutet nie üblich o die Diclite. F die Quer>chnitt>flache. a die 
Biege>teifigkeit. M das Biegemoment. die Bogenlange und ferner u die 
Amplitude (bisher mit Y bezeichnet). Das Intégral i>t iiber den Korper. 
also z. B. iiber das ge-nmte Stabwerk. zu erstrecken. 


M 

^~a=7 m*\ m b -2 771 — 

r — ? m 3 m -t 

Abb. 16-2. Biegeschwin- 
gungeii eines an den 
Enden gestiitzten Tra- 
gers mit Fi nzel masse. 


Als Beispiel sei ein Tràger konstanten Querschnitts 
mit aufgesetzter Einzelmasse M vorgelegt. Der Tràger 
habe die Lange / = 3 111. Anordnung und Abmessungen 
zeigt Abb. 16-2. Die Einzelmasse M betrage zwei Drittel 
der Gesamt masse oFl des Tràgers. Die Energieausdriicke 
T* und Umax von ( l6 ‘ 2 3l- 06*24) lauten hier 

T* =yj qF u 2 d.v -f ~ M(u(i)) 2 . 

D max = ~~ j* OC i( ~cIa . 
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Bei Einsetzen von M = 2 qFI geht (16*19) über in 

3 

J u" 2 dx 

h — ~ a * ^ R[u] — 3 “ j\T * 

J u 2 dx -f- 2 m 2 (1) 

0 

Die Randbedingungen sind u( o) = w"(o) = w(3) = w"( 3 ) = o. In der folgenden 
Zusammenstellung ist in der ersten Zeile für u die aile Randbedingungen erfüllende 

Funktion u = sin — x angeführt, die für die Grundschwingung einen kleineren, also 

besseren Wert liefert als die in der zweiten Zeile stehende Funktion u — 3 x — x % der 
zweiten Zeile, die nur die wesentlichen Randbedingungen u(o) — u( 3) = o erfüllt. 
In der dritten Zeile sind bei R [u] die Ergebnisse eines zweigliedrigen, in der vierten 
Zeile die eines dreigliedrigen RiTZ-Ansatzes mitgeteilt. 


u 

Z 

N 

R 

n 

sin x 

3 

n 4 1 

81 * 2 * 3 

R-R 1 

71 4 - 

- g - * o,5 = 0,601 29 

ix — x 2 

12 

81 161 

^- 2*4 — — 

10 10 

120 

161 = °'7^53 

. 71 

a , sin — x 

3 

£-R+ i6 “’> 

3°î+ “ 2a i n « + 3 a j 

J i( I7 ±M 

. 2 n 

-f a 2 sin -- x 



[0,49193 (0,59159 

81 * (10,84 (13*03 

„ . vnx 

JT a v sin 
v=l, 2, 4 3 

^(a5-hi6a=4-256«î) 

3 ( a ï "h a l 

-\-a x a 2 — a 1 a i — a 2 a 4 ) 

[ 0.59097 
l 1294 

(233 


16*6. Beispiel. Torsionsschwingungen. Als weiteres Beispiel 1 ) werden die 
Torsionsschwingungen einer Welle mit Kreisquerschnitt und mit aufge- 
setzten Einzeldrehmassen 
betrachtet (Abb. 16*3). 

x ) Wegen der Unstetig- 
keiten in den Ableitungen 
(nach (16*28)) sind die Aus- 
sagen dieses Bûches für den 
vorliegenden Fall nicht be- 
wiesen. Dies ist also (vgl. 

16*4) ein technisch vorkom- 
mendes Beispiel, in welchem 
man keine Bedenken tragen wird, trotzdem das RiTZsche Verfahren unter Zu- 
grundelegung des Variationsproblems (16*29) anzuwenden. Übrigena làÛt sich die 
Théorie dieses Bûches leicht auf Fàlle wie den vorliegenden übertragen, vgl. z. B. 
die Bemerkung am Schlusse dieser Nummer, ferner G. Temple und W. G. Bick- 
ley, Rayleigh’ s Principle and its Application to Engineering, London 1933. 


R- 

j CJ_ 


9 , 


c,e 




Abb. 16*3. Torsionsschwingungen einer Welle mit 
aufgesetzten Einzeldrehmassen. 
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Die .r-Achse weise in Richtung der Wellenachse; Verdrehungssteifig- 
keit C und Massentragheitsmoment G pro Làngeneinheit der Welle seien 
konstant. An den Stellen x — l t (für i = i, 2 seien Einzeldrehmassen 
mit den Massent ràgheitsmomenten @ i bezüglich der Wellenachse aufgesetzt. 
Xiinmt man die Endstellen x = 0 und x = l als eingespannt an und bezeich- 
net ç(. r, t) den Winkel, uni den der W^ellenquerschnitt an der Stelle x zur 
Zeit t aus der Ruhelage ausgelenkt ist, so ist mit tp(x,t) = 0 (x) sin tôt die 
bezogene kinetische Energie gegeben durch 

(i6-2 5 ) T* = * [/ ( 0 (x)) 2 G(x)dx + £ 6 >,( 0 (J t )) 2 

~ lo i=l 

und die maximale potentielle Energie lautet 

(16-26) = ~ fC(x) ( 0 '(x)) 2 dx. 

0 

(Hier ist des allgemeinen Ansatzes wegen noch C(x) und O(x) geschrieben . ) 
Mit 



D* — 


Q 


und konstantem C und G hat man nach (i 6*2I) als zugehoriges \ ariations- 

C 

problem (das jetzige /* unterscheidet sich uni den Faktor von dem /. 
in (IÔ- 2 I)) 

1 1 n 

(16-27) J* = f( 0 '(x)) 2 dx — /* f( 0 (x)) 2 dx-\-^J Df( 0 {l i )) 2 = Extremum. 
0 [0 <=■ 1 


Wegen der vorausgesetzten Einspannung der Enden hat man als wesent- 
liche Randbedingungen 0 ( 0 ) — 0 ( 1 ) = 0, bei frei drehbaren Enden hatte 
man 0' (0) = 0 ' (l) = 0. 

Weiter kominen Übergangsbedingungen an den Stellen x — lj hinzu. Es 
ist 0 stetig bei .r = l r wahrend 0 ' dort einen Sprung macht. Die Sprung- 
bedingungen kann man unmittelbar aus der für die Drehmasse G- ange- 
schriebenen Bewegungsgleichung gewinnen, man kann sie auch nach dem 
Veifahren von l6-I aus dem Variât ionsprobleni lierleiten; das sei hier zur 
Erlauterung vorgefiihrt. Setzt man wie bei (16*4) 0 = in (16-27) e ^ n 

und wendet man auf das erste Intégral Teilintegration an, so erhalt man 
mit l 0 — O, 1 H _ j = / wegen 

f y'r/'cl.r = 27 / y'rfdx — — J r)y"dx + j>J + 1 

o j*— 0 1=0 ï t - t =0 

als Faktor von € die Gleichung (Verschwinden der erst-en Variation) 

f >i<— y" — /.* y)dx + [— y' (?( + 0) + y' (/,• — o) — Â*Df y (/,)] = o . 

Ô «-1 
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Dabei ist bereits r]( O) = ??(J) — O benutzt, und y' (/ t — 0) bzw. y(l t + o) 
bedeuten üblicherweise die Grenzwerte von y , wenn man von links bzw. 
von rechts an die Stelle l t herangeht. Man liest also iinmittelbar die Diffe- 
rentialgleichung — y" = ?*y und die übergangsbedingungen 
(16*28) y' (li “ho) y (li — 0) = — /* D* y(l-) 

ah. 


Zahlenbeispiel: Es liege das bereits in der Aufgabe 7 von 3*4 behandelte 
System vor, vgl. Abb. 3*11. Dabei ist — 1 m, l 2 — 2 Î lt l = ? 8 = 3^. 

Es werden ,,diniensionslose“ GrôÛen eingefùhrt: 


x = / t î, Di = y-, <p(î) = y(hi). ç>'(S) = * ,»'<*), 

L l 

Dann lautet das Variationsproblem (16*27) 


A = )*l\ . 


(16*29) 


J [(p] = J>' 2 d£ — / ^ J -h D^i) 2 -h D 2 ç>(2) 2 | = Extremum 


(16*31) 


| «r'D to)-?>'(i - 

\ < 7'(2 +o)— (f'(2- 


mit den wesentlichen Randbedingungen 
(16*30) <f{o)=~<p{ 3 )=° 

und den (16-28) entspreehenden Übergangsbedingungen 

-o) = — XD x (p(i ) . 

~ o) ~ AD 2 «7(2) . 

Fiir den Fall JDj — 1, Z> 2 = 2 wird folgender zweiparametriger RiTZ-Ansatz durch- 
gefiihrt : 

I aj für * £ 1 , 

<p(£) = | «1 -h M 1 —î) für 1 ^ 5 <; 2 , 
l («1 — «a)(3 — i) füi*2<;!<;3. 

Beirn Einsetzen von <f in den Ausdruek J (16*29) ergibt sich mit A als Xâherungs- 
wert für 

J = 2(«‘J — a l a 2 +al) — -(nn 2 l —ija l a 2 -8a‘i). 

Die Gleichuneen •— — = o, — o fiihren dann mit - — u auf 

ca, ca 2 6 


2 — 28/i I • 

1— 17/* 2 • 


- 16/i 


3(1 - 53y 2 ) 


und 


A = 


6 

53 


<.=v»>-{X 


41983 (Fehler + 1,1%) . 
9 (Fehler + 2,9%) 


Der zweigliedrige RiTZ-Ansatz 

cp = njsin 

führt mit 


— £ - 1 - «2 sin - — ~ 
3 3 


J = “ (“ + 2«ü) —3^ «J T ~ T ^ “î) 


auf die schlechteren Werte 

A 


= (o»4330 
\ 1*851 7 


(Fehler -b 4%), 
(Fehler + 18%) • 
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Der zuerst mit linearen Funktionen durchgeführte RiTZ-Ânsatz erfafit die Knicke 
in der ç>-Kurve (vgl. Abb. 3*12) besser. 

Man kann im Falle von verteilten Massen und Einzelmassen die Eigenwerttheorie 
ganz entsprechend zu den Kapiteln II und III durchführen, wir geben nur als Bei- 
spiel die Orthogonalitàtseigenschaft an. Sind (pi, <pi zwei Eigenfunktionen von 
— (p" = X(p mit (16*30), (16*31) zu verschiedenen Eigenwerten, so rechnet man 
sofort aus, daB dann 
3 

J <Pi <Pk<t£ + D i <Pi( !) + £>2 <Pi ( 2 )<Pki 2 ) = 0 ( f ür h 4 = h) 
0 

ist, und nennt diese Beziehung ,,belastete Orthogonalitàt“. Man kann durch Ein- 
jschieben von Stücken der Lange Di , in denen man <pi konstant setzt, Funktionen y>i 



Abb. 16*4. Ersetzen von Funktionen (p mit belasteter Orthogonalitàt durch Funk* 
tionen rp^ mit gewôhnlicher Orthogonalitàt. 

aufstellen, die im gewohnlichen Sinne orthogonal sind. Auf diese Weise ent&teht 
aus Abb. 3*12 die Darstellung der y >,• in Abb. 16*4. 

16-7. Energiemethode bei partiellen Differentialgleichungen. Die in 16*4 

beschriebene Energiemethode ist ohne weiteres auch bei partiellen Eigen- 
wert-Differentialgleichungen anwendbar. Wir erlâutern sie an dem klassi- 
schen Beispiel der homogenen Membran der Dieke h und der Dichte q , die 
Transversalschwingungen ausführt. Die Mittelebene der Membran bedecke 
in der Ruhelage einen einfach zusammenhângenden Bereich B der x-y - 
Ebene ; die Membran sei làngs ihres Randes j T eingespannt und gleichmâBig 
gespannt; d. h. legt man durch die Membran einen beliebigen, zu ihrer 
Mittelebene senkrechten Schnitt, so wirken auf die Schnittflache keine 
Schubspannungen und nur überall gleich groBe Normalspannungen a. 

Werden die Auslenkungen aus der x-y- Ebene zur Zeit t mit z(x , y , t) 
bezeichnet, so ist mit 


(.r, jy, t) = Z(x, y) • sin cot 
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die bezogene kinetische Energie nach (16*18) gegeben durch 
T* = T - o h fj Z 2 (. v, y) dx dy . 

Die potentielle Energie U ist im wesentlichen durch die YergroBerung des 
Elàcheninhaltes der Membran gegeben 1 ), und zwar bei den als klein voraus- 
gesetzten Auslenkungen z durch 


r 


=T^./7K£r + ©1 rfrrf,/ - 


Die zu einer Eigenschwingungsfonn Z(.r, y) gehorige Eigenkreisfrequenz o> 
ist dann nach (16-19) gegeben durch 


(16-32) 




JJ Z 2 (x. y) dx dy 


Das Zahlerintegral kann wegen der Randbedingung Z ~ o auf J 1 auch in 
der Gestalt (nach der Uinforniung in 6-2 fur p = I. q = O) 


<16-33) 


— ffZJZdxdy 
•$C 


mit dem LAPLACKschen Operator 


A 


àx 2 


+ 


à y 1 


geschrieben werden. 

Ivennt man die Schwingungsform Z{. r. y) nicht. so kann man wie in 
(16-20) bis ( 16*22) die Eigenkreisfrequenzen mit Hilfe des RiTZschen A er- 
fahrens angeiuihert berechnen. 


B c i s p i e 1 : E 11 i p t i s e h e Membran 2 ). 
(Abb. 16 - 5 ) 



Die Sehwingungsformen Z(x. y) kônnen 
mit Hilfe MATHiErscher Funktionen dar- 
gestellt werden. allerdings in komplizierter 
Weise. Hier soll zur genaherten Bestim- 
mung der Eigenwerte ein dreigliedriger 
Brrz-Ansatz 

:l 

Z - £(iiïi(x. y) 


Der Rand F der Membran sei die Ellipse 



1) S. Timoshenko. Sehwingungsprobleme der Teehnik. Berlin 1932. S. 326. 

2 ) E. Trefftz. Über Feklerabschàtzung bei Bereehnung von Eigenwerten, 

Math. Ann. 108 (1933) 595~ 6 °-- 
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durchgeführt werden. Als Vi(x, y) werden, wenn man etwa nur die zur x- und y-Achse 
symmetrischen Schwingungsformen betrachtet, die am Rande JH verschwindenden 
Funktionen benutzt: 

y) — A — x% — 4 y 2 * 

Vt( x > y) = x *‘ ®i(*» y)» 

y) = y 2 ' v i(*. y)* 

Dann ist JZ = — ioaj -f 4 (2 — 5 * 2 — 2 y 2 ) a 2 + 2 (4 — x * — 2 5 y 2 ) « 3 - Bei der 
Durchführung des Verfahrens treten die Intégrale ff .z am y 1in dxdy auf. Aus Sym- 

© 

metriegründen kann man sich bei allen Integralen auf das in Abb. 16*5 schraffierte 
Gebiet eines Ellipsenquadranten JS beschrânken. Dann berechnet man leicht die 
Intégrale 
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«2 m, 

as *•■ 

t/ 2n dxdy . 





E 


Es ist 

1 

1 


I 

5 

«00 — “ 

’ a ° 2 = 8" 

> «04 

~ 76" ’ 

06 ~ 128 


1 

T 


1 

1 

«20 — “ 

, * «2 2 " 

12 

» «24 ? 

- —> 

6?' 



I 


3 


«40 = I * 

«12 - -g 

» «44 

80 ’ 



5 

I 




«60 = ~ 





«80 ** 7 • 





Mit Hilfe dieser Intégrale lafit sich 





J - 

\[{ZAZ)dxdy- 

Aj/Z 2 dx<Zy 




E 


E 

durch die a l9 a 2 

, a 3 ausdrücken, und die Gleichungen (16*22) 

rungswerte A der Eigenwerte A die Bestimmungsgleiehung 



00 | 

1 

0 

20 

A4 

± - 1 A 



3 

3 

3 

3 3 



™-±A 

A^___ 

8 4 

4 - 2 4 



3 3 

3 

5 

6 15 



5 _l a 

A __ 

A/, 

47 - 1 4 



3 3 

6 

15 

24 10 

Mit 2 A = 

- 5(2 

— v ) erhàlt man 




— I -f 2V V 

v 




$v 11 -f 6r 

I + 2 V 

= 4( 6î>3 + 73 y2 + 12 


5v 1 + 2 v 

35 + 6? 




-96) ~ o 


und nach Auflôsung dieser kubischen Gleichung 
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Bei Durchrechnung eines zweigliedrigen RiTZ-Ansatzes, bei dem man das Glied mit 
v 3 (z, y) fortlàBt, ergibt sich 

8 . 20 4 

IO A 

3 3 3 

20 4 46 8 

~3 3 3 5 

und daraus 

a - a (22 ± )/ r 4 .) = { i2 3 ’^ 3 

16*8. Ausweichprobleme. Auch bei Ausweichproblemen kann man die 
zum Minimum zu machenden Ausdrücke J und damit die Môglichkeit fiir 
die Anwendung des RlTZschen Verfahrens oft bequem mit Hilfe von Energie- 
betrachtungen gewinnen, doch kann hier nicht im einzelnen darauf ein- 
gegangen werden 1 * ). 

16*9. Graphische Durchîührung des Ritzschen Verfahrens. Das RiTzsche 
Verfahren lâBt sich in allen den Fàllen, in denen sich nach 13-6 das Ver- 
fahren der schrittweisen Nâherungen graphisch durchführen làBt, ebenfalls 
bequem graphisch behandeln. Es sind dies im wesentlichen die Fâlle, bei 
denen die Eigenwertgleichung die Gestalt (13-18) oder (13-19) hat : 

*16-34) M[y] = (-i)’ , A[? n (z)s/’ , >]<"> 

und 

(16-35) (- D“ lf m = XN [y] . 

AYir beschranken uns bei der folgenden Darstellung auf die Gleichung (16-34) : 
bei der Gleichung (16-35) kann man ganz entsprechend vorgehen. In 13-6 
wurde gezeigt, wie man allein durch Integrationen (man vermeidet graphi- 
sche Dif f erentiationen auf jeden Fall) zwei Funktionen F 0 (x), F x (x) auf- 
stellen kann, die den Bedingungen des Verfahrens der schrittweisen Xahe- 
rungen genügen, fiir die also insbesondere gilt : 

M[F x -\ = H(x) = (- I) 1 ' [g n (x)F^f'. 

AVill man einen p-gliedrigen RlTZschen Ansatz (15-7) 

v 

(16-36) U = 27 Cf r r r( ;r ) 

r*l 

benutzen, so hat man das Verfahren der schrittweisen Nâherungen p-mal 
(und zwar mit voneinander linear unabhangigen Funktionen) durchzu- 

1 ) Beim Knickproblem des geraden Stabes durchgeführt bei J. Ratzersdobfer, 

Die Ivnickfestigkeit von Stâben und Stabwerken, Wien 1936, S. i2off., ferner all- 
gemeine überlegungen bei E. Marguebre, Über die Behandlung von Stabilitâts- 

problemen mit Hilfe der energetischen Méthode, Z. angew. Math. Mech. 18 (1938) 
57 — 73, und von demselben Verfasser: DVL-Jahrbuch 1938, S. 252 — 262. 


A 

= o 
A 
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führen und Funktionen *0(1). *0(2) » ■ ' ’ *0(p)» *1(1) > *1(2)’ * * •» *1 (p)> 

H(i)> H( 2)’ • • •> H( P) aufzustellen, die miteinander durch 

M[F 1{r) ] = H {r) = (- i)« [<M*)F<^]<* (r = i, 2, . . . , p) 


verknüpft sind und die erforderlichen Randbedingungen erfiillen. Das ist 
nach dem oben Gesagten durch graphische Integrationen môglich. 

Nun verwendet inan die Funktionen F Ur) als die Ausgangsfunktionen 
v r {x) ira RlTZschen Ansatz (16-36), bestimmt durch zeichnerisch oder rech- 
nerisch ausgefiihrte Quadraturen die GroBen (15*9) 


(16-37) 


/ v r H W dx 

U 

f (— I) n v r [l/„( x )t’l” ) ’] < “ >dx 


(I r, s£_p) 


y a ’ 

und hat in (15-15) die Bestimnmngsgleichung f ür die RlTZschen Nâherungs- 
werte A . In der zweiten Gleichung (16-37) treten die Differentiationen bei 
[gf n î?jÿ] (M) nur scheinbar auf, denn in 13*6 wurde beschrieben, wie man, von 
der hôchsten vorkommenden Ableitung ausgehend, aile niedrigeren 

Ableitungen F\ v) {li) mit v <2 m durch Integrationen findet; der Ausdruck 
laût sich also aus den bereits vorhandenen ohne Ausführung 
von Differentiationen finden. Ein Beispiel wird in 16-10 gegeben. 


16-10. Graphische Auîstellung der Grammelschen Gleichungen. In 13-7 
wurde gezeigt, daB man bei dem Verfahren der schrittweisen Nâherungen 
zur Aufstellung obérer Schranken // 1 und // 2 und einer unteren Schranke fiir 
den ersten Eigenwert in vielen Fàllen mit etwa der halben Arbeit die 
Schranke aufstellen kann, deren Genauigkeit bei technischen Aufgaben 
oft ausreicht, besonders wenn die Ausgangsfunktionen gut geschàtzt sind. 

Dieser Tatsache entspricht es, daB man in diesen Fàllen bei Durchfüh- 
rung des RlTZschen Verfahrens ebenfalls mit im wesentlichen der halben 
Arbeit (jedenfalls was die Aufstellung der RlTZschen Gleichungen betrifft) 
auskommen kann, indem man wie in 15-1 nicht // 2 , sondern /n 1 zum Mini- 
mum macht. Man erhâlt dann die GüAMMELschen Gleichungen (15*3°) • 
Wirerlâutern dies wie in 13-7 an dem Beispiel der Biegeschwingungen 
eines einseitig eingespannten Stabes (mit denselben Bezeichnungen wie bei 

137) 

M M = (««/")" = ^QFy = Xg 0 y, 

y (o) = y' (o) = y " V) = y'" (0 = o . 

Ausgehend von p voneinander linear unabhàngigen Funktionen *0(r) für 
r = I, 2, . . . p, welche die wesentlichen Randbedingungen 


- F ’o(r)=- F i(r) = ° für X = 0 • 
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erfüllen, bestinunt mandurch Zeichnen von p Seilecken die Funktionen 0 {r) 


@(r) — QFFo{r)’ 


G {t) =0\ r y 


- o für .r = l . 

Für die GALEEKlNschen Gleichungen (15*14) hat nian nochmals p Seilecke 
zu zeichnen und die Funktionen F 1(f > ans 

F U') = V(x) °«r» ’ F > (D = r i <D = 0 fÜI ' = 0 


zu bestimmen. Für die GRAMMELschen Gleichungen (15*30) hat inan jedoch 
nui* die ersten p Seilecke notig und braucht die Funktionen F l(r) nicht, denn 
die Grôûen m und n° s lassen sich bereits dureh F Q{r) und C \r) ausdriicken- 
Es ist, wenn man v r (x) = F 1(r) se tzt. nach (15*28) und (15*29) 

m rs = f QF Fo(r)F()(K)d' X 

ù 

< = / F 1(f ,Jtf|F I1 „ ) |rf.r = / F un iG t J' d.r = / F/,,,©,,, rf.r = 
ü ù « 


= J G lfA» (lx • 

ü 

Man kann also ohne weiteres die GRAMMELschen Gleichungen (15*30) auf- 
stellen. 

Unterzieht inan sich noch’ der Miihe. auch die Funktionen F 1(r) dureh 
p weitere Seilecke zu bestimmen. so kann inan nach ( 15 * 9 ) die GroBen 


l 

«r, = J S Fl ’r v s dx 

Ü 

bestimmen und erlialt dureh Auflosen der GALERXiXschen Déterminante 
(15-15) im allgemeinen genauere Werte als beim Rechnen nach (15-30). 

Beispiel: Es werde dasselbe Beispiel wie in 13*7 zugrunde gelegt (vgl. Abb. 13*8). 
also die Biegeschwingungen eines einseitig eingespannten Stabos veranderlieher 
Biegesteifigkeit mit der dimensionslos geschriebenen Differentialgleiehung (13*23) 
(y.* y")" — À* F* y . 

Die Funktionen a*. F* sind in Abb. 16*6 von Abb. 13*8 übernommen. ferner werde n 
die Funktionen F 0 (s),G(£) und von Abb. 13-8 jetzt als Funktionen F v(l> . 0 n> 

und F 1 verwendet. Xun soll ein zweigliedriger RiTZ-Ansatz durchgeführt werden; 
dazu hat man die graphische Intégration nochmals mit einer anderen Funktion F (J , 2> 
vorzunehmen. F 0( o) spll von F 0(1) linear unabhàngig sein und ist in Abb. i6-b will- 
kürlieh angenommen, etwa so. wie man sich die Form der ersten Oberschwingung 
vorstellen wird. Es ist durchaus nicht notig, daB JF\, ( . 2 ) die Form dieser Oberschwin- 
gung wiedergibt: in der Tat zeigt die Durchführung der Zeichnung. daB F û( 2 ) eine 
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merkliche Komponente in Richtung der ersten Eigenfunktion (der Grundschwin- 
gungsform) hat; denn die mit F 0 ( 2 ) konstruierte Funktion ( 2 )hat sich in ihrer Form 
der Grundschwingungsform sehr genàhert, insbesondere hat F ï ( 2 ) keine Nullstelle 
mehr im Intervall o < £ < 1. 



Abb. i6-6. Beispiel zur graphischen Durchführung des Rrrzschen Verfahrens. 


Ein erstes Seileck liefert die Funktion G( 2 )(£); es gilt über das Seileck und die 
Maûstàbe dasselbe, was bereits bei dem Beispiel in 13*7 gesagt w.urde. Nun kônnen 
die GRAMMELschen Gleichungen aufgestellt werden. Von 13*7 werden die Grôflen 
übernommen 


m°i = «0 = 1 , 337 » «?!= «1 “ 0,0620. 
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Neu auszuwerten sind die Intégrale (hier mit Hilfe der SiMPSONschen Regel be- 
rechnet) 

1 1 

m.°, = SF*F Hl) F< lW d( = -0,174, = J> *Fl w = 1,678, 

0 0 
1 1 

n°„ = j ~G { 1 ) G {2) dÇ = 0,0151, n % 2 = J G* 2) dÇ - 0,00642 . 

0 0 

Die GBAMMELschen Gleichungen ergeben dann 

I 1,337 — 0,0620 A, — 0,174 — 0,0151 M J 
° ~ I — 0,174 ~ 0,0151 A, 1,678 — 0,00642/11 


und daraus 


f 19,3» 
1 674* 


Nun werde ( 7 (2 ) mit Hilfe eines zweiten Seileckes zu JF t 1 ( 2 ) integriert; dann lassen 
sich die CALERKiNschen Gleichungen (15-15) aufstellen. Man hat dazu auûer den 
bereits bekannten Grôûen m r8 — (r, s — 1, 2) und n ll ~a 2 — 0.00322 neu 

die Intégrale auszuwerten: 

1 

n i 2 “ J F*F X (i)F 1 (2 > = 0,000824 , 


w 22 ~ J F*F ?( 2) dÇ — 0,000216 . 

0 

Dann ergeben die Gleichungen. (15-15) 

1 0,0620 — 0,00322/1, 0,0151 — 0,000824/11 

— (0,0151 — ,0, 000824 /i, 0,00642 — 0,000216/1 I 


und damit die Werte 


A = l 19 ’ 2 > 

( 535 - 


16*11. Vennischte Übungsaufgaben zum 5. Kapitel. 1. Man berechne an- 
genàhert die Eigenfrequenzen (u der Grundschwingung und der ersten Ober- 
schwingung für die Biegeschwingungen des in der Aufgabe 6 von 3-4 genannten 
Rahmens oder des Trâgers in Abb. 16-7. ^ 

x~2 


Wie in 3-4 wird die Abkürzung 




eingeführt. Dann ist 


-€2- 2 m - 


p 

— P-4-/W-J 


l 4 - Min - 


Su"*dx 
0 

J u 2 dx 


h 

Abb. 16-7. Biegeschwingung eines 
statisch unbestimmt gelagerten 
Trâgers. 


wo u den Bereich der zulassigen Funktionen durchlâuft, d. h. u erfüllt die Rand- 
bedingungen (Abb. 16-7): 

u(o) = u( 2) = w(3) = u'(3) = o, u'( 2) stetig. 
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Durchrechnung : Als zwei zulâssige Funktionen findet man z. B. 

Vi 


. xn . 2 xn , . 3 xn . 4 xn 

= 8in 2 8in > f- sin • - sm 3 >— , 


. zjr , . 3x71 , . 5 xn 

-- sin - -f 2 sin - -f sm - ---- . 


Mit 


und 


/ 


u = c 1 v 1 + c 2 v 2 ; 


. fc:rc:a: . Inx . 
sm - - sin - dx = 
o o 


/6ifc\4 

U) 


5 I 2 

315 ^ 


o fur k — l gerade, k l. 


für k = 1, 
k-l - 1 

( — I) 2 J 
k — l 


lautet ( 1515 ) 

I 402 — 552(7 — - //(7 — I2<t), 163 — 940a — yu(3 — iocr) 

j 163 —940a— ^(3 — 100), 950 — 6 n 

Man erhàlt 


*+Z-1 t 

(-!) V 
k + i 

für k — l ungerade 


( 146.74. 
1 1775 


und 


* U 


:,8224 (Fehler +0,7%) 

[ 3>399 (Fehler + 3%)* 

2. Man führe für das am SchluB von 15-1 genannte Beispiel 


— y" = ?iy; y'(o) = y{i)=o 
einen zweigliedrigen RiTZ-Ansatz 

u = a x v x (x) -f- a z v z (x) 

mit den Vergleichsfunktionen v x — 1 — x 2 , v z = 1 — x z durch. 
Ergebnis: Die Déterminante (15*15) lautet hier 


4 

oc 

1 

3 _ 

J- A 

3 

15 

2 

12 

3 

-7- A 

9 _ 

9 A 

2 

12 

5 

14 


und liefert 



(141 ± I/ 13056 ) 


f 2,46803 

1 23,563 


(Fehler +0,03%), 
(Fehler +6%). 


3. Für den im zweiten Beispiel von 12-6 behandelten eingespannt-gelenkig ge- 
lagerten Knickstab verànderlicher Biegesteifigkeit (Abb. 12*3, S. 188) 


[(2 —x)y")" = — îy"; y( o) = ÿ(o) = y(i) = y”(i) = o 

berechne man für einige zulâssige Funktionen die RAYLEiGHschen Quotienten und 
führe einen zweigliedrigen RiTZ-Ansatz durch. 
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Ergebnis: Der Quotient nach (15*2) 


Z* 


J (2 — x) u " 2 dx 

0 

1 

J u ' 2 dx 


ist in folgender Tafel für çinige Funktionen u angegeben: 



Erfüllt an 


Nen- 


u 

Rand- 

Zàhler Z* 

ner 

K [u] 


bedingungen 


N* 


x 2 — a* 3 

nur die 
wesent- 

5 

2 

15 

7 l - 37.5 


lichen 



(Fehler -f 28%) 

3 a ; 2 — 5 x 3 -f 2 x* 

aile 

57 

5 

12 

35 

133 

/ = 33.25 

4 




(Fehler + 13%) 

1 . 

sin ri x — sin 271 x 

2 

aile 

-•(¥-?) 

7l 2 

?*-?-»•« 
(Fehler -f i 4 o/ o) 


Der RiTZ-Ansatz u(x) = a x v x (x) -f a 2 v 2 (x ) mit den nur die wesentlichen Rand- 
bedingungen erfiillenden Funktionen 

v^x) — x 2 — z 8 , v 2 (x) = x a — x* 

ftihrt nach (15*27) auf 


oder 



?i- 1 A i 

15 

5 10 |=o 

--A 

27 - 3 /l 

JO 

5 35 ! 

Y 578 = ' 

f 31.917 (Fehlei 
| 128,08. 


Die hier benutzten Ansâtzc sind noch schr grob und daher die Ergebnissc 
ungenauer als in 12*6. 

4. Für das in Aufgabe 4 von 14-6 genannte Problem (vgl. Abb. 14*1, S. 218) 
— y" = /(2 4- cos x)y; y(o)^y{7t)=^o 
führe man den zweigliedrigen RiTZ-Ansatz 

u = a 1 sin x -f « 2 sin 2 x 

durch. 

Ergebnis: Die Déterminante (15-15) lautet- hier 
±-A - l A I 


! •» 

, 4/ , 1 / 2 \ J 0,490059, 
A 3 T ± ^ 5 / {2,17660. 


das ergibt 
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5. Für das Eigenwertproblem 

— y " = Ây, y(— i) = y(i) = o 
führe man einen RiTZ-Ansatz 

p 

u = Za^i-x^*) 

v-l 

für die symmetrischen Schwingungsformen durch. 

Ergebnis: Für p — 1 erhâlt man mit u = 1 — x 2 den RAYLEiGHschen Quotienten 


/<i) = jl... = 2,5 . 

1 2 J 

Für p = 2 lauten die Rrrzschen. Nâherungswerte 

1/^=1 2 ’ 4^7 4374 

' 33 l 2 5 . 53 2 56 


MH = *4 ± 

an Stelle der exakten Werte 

h-î 


2,467401 10 , 


g 

A, = — = 22,206610 . 

3 4 

Bei einem dreigliedrigen Ansatz (p = 3) erhâlt man mit A = ^ für ft die ku- 

bische Gleichung 

// 3 + 210 1? + 6735 n = 440 
und für A x den auBerordentlich guten Wert 

AJ 3 ) = 2,467401 108747 . 

6. Man rechne den RiTZ-Ansatz u — a t x 2 + a 2 x 3 für das Problem 
y iv = ly\ y{ o) = y'(o) = y"(i) = y"'(i) - o 

durch. 

Ergebnis: Die Wurzeln /I von 

I 


1,4-y'i 


6--A 


lauten 


6 — /I '12 yl 

6 7 


12 — ^ A + 4 = o 

35 1260 


yl = 


f 12,4802 (F( 
t 1211,52 . 


(Fehler + 1 %) 


7. Für den in Aufgabe 5 von 11-4 und Aufgabe 5 von 14-6 behandelten Druckstab : 
y ïy + 2oy = ~ ?.y", y{± *) = y"(± 1) = o 

führe man den aile Randbedingungen erfüllenden RiTZ-Ansatz 

u = a i(5 — 6 a : 2 + x 4 ) 4- a 2 (9 # 2 — 14 x 4 4- 5 * 6 ) 

durch. 

Für den Nàherungswert A erhâlt man mit der Abkürzung // — - A die Gleichung 


8899 — 561 ju 2014 — 121 /u 
7 

2014 — 121// ^ • 1791 1 — 281 /u 


-{ 


îo, 5730968 (Fehler < 4- 0,00001 %) , 
24,036371 (Fehler -f 0,4%) . 
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Hàtte man nur mit a x gerechnet, so ergàbe sich als RAYLEiGHscher Quotient 
A — — 10,575 16 (Fehler — 0,02 %) . 

8. Für die Aufgabe 

y 1X -r A[(l — x)y'Y = /.y, y(o) = ÿ(o) =- y''(l) = ÿ"(l) =0 
führe man den RiTZ-Ansatz u — a^x 2 -f a 2 z 8 durch und vergleiche für A = 2, l — 1 
die Werte mit denen der Aufgabe 7 von 14 6. 

Ergebnis: Die Xullstellen der Déterminante 


4 — dp + ~ Al\ 

6 — 3 Al* + 

'ai< 

3 5 

10 

6 

6 — i-A/ 3 + ~Al A , 

12 — 3 Al* + 

1 AP 

TO '6 

10 

7 


ergeben mit der Abkürzung C. = A l B die RiTZschen Xàherungswerte 
A = (8 C — 102 ± (^9984 — 1072 C 4- 29 C 2 ) . 

Für A — 2, l = 1 erhàlt man 

/1=r f 9»3 i 7°6> 

1 11 95*5* 

9. Führe für das Problem 

y 1Y = */(°) = y'(o) = y"{*) = y"'(i) = o 

den niehtlinearen, die wesentlichen Randbedingungen erfüllenden RiTZ-Ansatz 

m = 1 — cos ü x 

durch. 

Ergebnis: Es wird 

1 

J u" 2 dx 

r 1 0 a 4 (2 a -r sin 2 a ) ^ 

l 6a — 8 sin a 4- sin la ’ 

J u 2 r/* 

ô 

Setzt man hier für a mehrere Werte, etwa a = 1, 2, 3 ein, so ergibt sich bei Inter- 
polation der Kleinstwert von R für a æ 1,85 zu R = 12,89 (Fehler -f- 4%). 

6 . Kapitel. 

Das Differenzenverfahren. 

§ 17. Das Differenzenverfahren erster Annaherung 
bei gewôhnlidien Differentialgleichungen. 

Das Differenzenverfahren verwendet das Prinzip, aile Differential- 
cjuotienten durch Differenzenquotienten zu ersetzen, und ist bei beliebigen 
Differentialgleichungsproblemen, nicht nur bei Eigenwertproblemen, an- 
wendbar. In 17-1 wird daher das Verfahren zunachst ganz allgemein, unab- 
htingig von Eigenwertproblemen dargestellt. 
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Abb. 17*1. Zum Differenzen- 
verfahren. 


174. Beschreibung des Differenzenverfahrens. Man teilt das Intervall 
(a, b), in dem die Lôsung.y(x) eines Differentialgleichungsproblems gesucht 
wird, in n gleiche Teile der Lange h : 

h b — a 

n 

b heiBt die ,,Schrittweite“ oder ,,Maschenweite“ So erhàlt man die Teil- 
punkte x i — a + ih. Den Wert einer Funktion an einer dieser Teilabszissen 

bezeichnen wir durch Anhangen eines 
Index ; so soll y i den Wert der gesuchten 
Funktion y (x) an der Stelle x t (Abb. 17-1) 
und Y i eine Naherung für den W T ert 
y. bedeuten. 

Das Differenzenverfahren stellt nun 
eine Anzahl von Bestinimungsgleichun- 
gen für die Naherungswerte Y i auf, und 
zwar derart, daB die Differentialgleichung 
für die Stellen x = x i angesehrieben wird und in ihr aile Differential- 
quotienten in bestimniter W r eise durch Differenzenquotienten und damit 
durch gewisse Ausdrücke in den Y { ersetzt werden. 

Man ersetzt z. B. die Ableitung y' (x t ) durch 

W Th 

und die zweite Ableitung y" (x t ) durch 

, . Y i+1 -2Y i +r i . 1 

{17 . 2) . 

Nun führen wir den Operator A für eine heliebige Funktion f(x) ein 
durch die Vorschrift 

Af(x) —f(x + h) — f(x) 
und den Operator A 1 durch 

A k f(x) = A(A k ~ l f(x)) = â* ~'j(x + h) - A 1 - ‘/(.r) (fc = 1, 2, . . .) 
(mit A°f(x) =/(*)). 

So ist z. B. 

AYi = Y i+1 -Y t , #Y { = Y i+i - 2 Y i+1 +Y { , A Y i _ 1 = Y, - Y i _ 1 , 
AYt + AY^Y^-Y^. 

Dann kann man folgende allgemeine Ersetzungsvorschrift angeben: 
Eine Ableitung y {k) { x i) gerader Ordnung le wird ersetzt durch den k - ten 
Differenzenquotienten 

C7'3) 
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eine Ableitung y {!>) (■£) ungerader Ordnung p wird ersetzt durch das arith- 
mische Mittel zweier p-ter Differenzenquotienten 


(17-4) 


-—{a p Y i P+1 ■+ A p y, P~A . 

am i —r 1 


Auf diese Weise kann der für die Stelle x — x t angeschriebenen Diffe- 
rentialgleichung eine sogenannte ,,finite Gleichung", d. h. eine Gleichung 
für die endlich vielen auszurechnenden F-Werte gegenübergestellt werden. 
Auch den Anfangs- oder Randbedingungen werden finite Gleichungen 
gegenübergestellt. Hat man z. B. ein Randwertproblem von der geraden 
Ordnung k mit k Randbedingungen an den Randstellen x — a und x — b, 
so stellt man für jeden der Teilpunkte x i (für i = 0, 1, . . n) eine finite 
Gleichung auf, und jeder Randbedingung entspricht ebenfalls eine finite 
Gleichung. Man erhàlt so n -f k + I Gleichungen für ebenso viele TJnbe- 
kannte 

Y k Y ic Y * 

“2 ’ ~2 +1 * ” + 2 

Diese Bestimnningsgleichungen sind linear, wenn die Differentialglei- 
chung und die Randbedingungen linear sind, andernfalls hat man ein nicht- 
lineares Gleichungssystem . über die Lôsbarkeit dieses Gleichungssystems 
làBt sich in der Allgemeinheit, in der hier das Verfahren beschrieben wird, 
natürlich nichts aussagen. 

Zusatz: Man kann oit auch noch andere Ersetzungsvorschriften geben 
und so verschiedene finite Gleichungen aufstellen; z. B. bei (fy'). x „ Xi kann 
man ausdifferenzieren und die hier gegebene Ersetzungsvorschrift für jede 
Ableitung y(x) einzeln benutzen; dann erhalt man den Ausdruck 

Y ^~rli=i + f . ■ 

'•>' A» 


fi 


ih 


oder man kann bei jeder der beiden Differentiationen die Differenzen- 
bildung nach (17*1) vornehmen und erhalt den Ausdruck 

, Y i+ * ^ - Fi_ 2 

Ji+i 2h Ji- 1 2h 

Tfe 

Ein dritter Ausdruck findet sich in (17*8). Die auf verschiedene Arten auf- 
stellbaren Gleichungen werden im allgemeinen voneinander abweichen und 
auch sich etwas unterscheidende Ergebnisse liefern (vgl. hierzu Aufg. 7 
in 19*6). 

17*2. Ein Beispiel bei einer Differentialgleichung zweiter Ordnung. Als 

Beispiel betrachten wir einen beiderseits gelenkig gelagerten abgesetzten 
Knickstab, dessen Biegesteifigkeit auf der rechten Stabhâlfte gleich J, auf 
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Abb. 17-2. Beispiel, ab- 
gesetzter Knickstab. 


der linken gleich — J ist. Die Knickgleichung 


V " ~~ EJ(x) y 

làBt sich bei Einführung dimensionsloser GrôBen 
auf das Eigenwertproblem zurüokführen : 

'=Ag<> y < 

y( o) — ÿ(i) = o, 
wobei g Q {x) die in Abb. I7;2 gegebene Funktion 
ist : 

| 2 für o ^ x < , 

1 


(I7‘5) 


\- y " 

1 y (O) 


(17-6) g 0 
Die Knicklast ist dann 


I für * < x <; I 
2 


p-i EJ 
r — Ai-p- 


wobei der jetzt zu berechnende Eigenwert an die Stelle des aus der 
EtJLERschen Formel bekannten Faktors ri ? tritt. 

Rechnung mit der Schrittweite h — : Hier haben wir die unbekannten 

Funktionswerte Y v Y 2 , wàhrend wegen der Randbedingungen F 0 = F 3 — O 
ist (Abb. 17*2). 

Der für die Stelle x = angeschriebenen Differentialgleichung ent- 
spricht jetzt die Differenzengleichung 


Y i+l -2Yi+ Y { _ 


h 2 


Agri x i) * • 


Für X ist der Naherungswert A geschrieben; mit der Abkürzung 

Ah 2 — [i 

geht die Gleichung über in 

Y i+ 1 -2Y i +Y i _ 1 +/l g 0 (x i )Y i = o. 

Schreibt inan dies für i = 1 und i — 2 an, so erhalt man bei Berücksich 
tigung der Randbedingungen zwei lineare, homogène Gleichungen: 

Y 2 — 2 Y x — |- // • 2 Fj — o , 

- 27 2 + Y 1 +fi- iF* = 0. 


Sie haben genau dann eine nichttriviale Losung, wenn die Koeffizienten 
déterminante verschwindet : 


j — 2 + 2/1 I 

| X — 2+ fl 


= 2/X 1 — ! + 3 = O . 
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Daraus folgt /i == -|- d b l } 3 oder 

A _ 9 U , V7l - \ 5 ’ 7 ° 5 & (Fehler - 11%) , 

2 \ 5 ± V 5 ) 1 21,294 (Fehler — 25%) . 

Um genauere Werte zu erhalten, wiederholen wir die Rechnung mit kleinerer 
Schrittweite und setzen h = ~ (Abb. 17 3). Hier lauten, wieder mit der Abkürzung 

Ah 2 = ju, die Randbedingungen Y 0 =Y B — o 
und daher die Differenzengleichungen : 

Y.-2Y, H - 2 fi Y, = o , 

Y i -2Y 2 +Y 1 + 2 J uY i = 0, 

Y 4 — 2 Y 3 + Y 2 -h i’/u Y s =o f 
— 2 Y 4 + ^3 + 1 • ^ F 4 = o. 

Man kônnte auch hier wieder die Déterminante 
aufstellen, praktischer ist es jedoch, aus den 
Gleichungen nacheinander 7 2 , Y 3 , Y 4 durch 

Y x auszudrücken. Die letzte Gleichung liefert dann die gesuchte algebraischer 
Gleichung für A. 






f } f ’ * 


Abb. 17*3. Rechnung mit 
kleinerer Schrittweite. 


Y t =Y x { 2-2/1), 
y 3 == 7 ,( 4 ^ - 8 a* + 3 ), 

F 4 = 7i(— 4 /z 3 + i6^ 2 — 17^ + 4). 

— 240* + 45 / 2 a —30^ + 5 ) = °- 

Die Wurzeln fi dieser Gleichung vierten Grades sind 

^ = 0,24605; fi 2 = I; ^3=1,62218; // 4 = 3,131 77, 
und daraus findet man mit /L = 25 /u 


A t = 6,1513 (Fehler — 4%) Æj = 40,55 (Fehler —31%) 
A 2 = 25 (Fehler — 12%) A 4 = 78,29 (Fehler —30%). 


Die Wurzeln sind stets reell, da die gleich Xull gesetzte Déterminante auf cine 
Sàkulargleichung zurückführbar ist. 


Die exakten Werte sind hier mit A = 4 z 2 durch die transzendente 
Gleichung gegeben: 


y 2 tgz+tg (2 y 2) =0. 


Die ersten vier Wurzeln sind 

2, = 1,2657 
z 2 = 2,6663 

und darnit 

64075 

K = 28,437 


z 3 = 3.833 
2 4 = 5.263 

''■3 = 58.78 

A 4 = 110,8. 


17 - 3 . Beispiel einer Differentialgleichung vierter Ordnung. Bei Dtffe- 

rentialgleichungen von hôherer als der zweiten Ordnung mufi man auch Funktions- 
werte 7 * benutzen, die über den Rand hinausgehen, wie schon in 17-1 'angedeutet 
wurde. Diese Yi mtissen mittels der gegebenen Randbedingungen eliminiert werdem 
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Wir nehmen als Beispiel den schon in 126 behandelten Knickstab mit derDiffe- 
Tentialgleichung 

[(2 — x)y" ]" = — /.y" 

und den Randbedingungen y(o) — y'( o) = y( 1) = y"( 1) = o. Die Randbedin- 

gungen entsprechen bei der Maschen- 

weite h — ~ in folgender Weise den 
Bedingungen für die 7 <(vgl. Abb. 17 4): 



W\ 

r 




1 % 

Ye 

V 


Abb. 17*4. Differenzenverfahren bei 
einem eingespannt-gelenkig gelagerten 
Knickstab. 


2/(o) =0 

y'(°) =0 
y{ 1) =0 
y"(i) = o 


r 0 =0 

y x = 

r„ =0 

Y n +i = -Yn-i- 


Die letzte Bedingung entsteht aus 
Y n + 1 — 2 Y n + Y = 0. 

Xun wird der Differentialgleichung eine Différé nzengleichung gegenübergestellt. 
Dazu kann man entweder die Differentialgleichung ausdifferenzieren und y", y''\ y 1 ' 
einzeln durch ihre Differenzenquotienten ersetzen, oder man geht hier praktischer 

auf folgende Weise vor, die der Anschaulichkeit halber bei der Maschenweite h — --- 

beschrieben sei. Beim Differenzenverfahren entsprechen den einzelnen Ausdrücken 
y, y". . . . die Werte: 


0 „ Funktions- 

Stelle x 

wert y 

h 2 y" 

2 -r- X 

5h 2 (2 — x)y" 

_.l ; y 




5 1 




0 0 

2 

IO 

5 

20 7 X 

r, 

r 2 — 2 }\ = a 

9 

9 F* - 18 Y, 

.■) i 


5 


rj ! 


s 


5 ! y « 

y» -2 1’»+ r> 

u ! 

: 5 I 

8 7 3 — i6 7 2 -f 8 7 x 

\ i r » 

y, - 2 y, - y, = y 

! 7 1 

7 7 4 - 14 7 3 + 7 7 2 



! 5 l 


i ; 

- 2 y, - y, = « 

6 

- 12 7 j -f 6 7 3 

5 


5 

i 

1 0 

0 

5 

0 



| 5 

! 

6 


1 


- Y 4 


j 


5 





Der Differentialgleichung [(2 — x)y"]" — — Xy" entspricht dann an der Stelle 
x — die Differenzengleichung 

(20 r,) — 2(9 y , — 18 r,) + (8 r, — 16 y, + 8 r,) = /< • ( r, — 2 y,) 

mit der Abkiirzung fi = — 5A 1 /!._ 
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bei den Differentialgleichungen ; das soll hier der JEinfachheit halber an den 
Eigenwertproblemen zweiter Ordnung 

f -</✓)' + ** = ***; 

' 77) l ÿ(o) = y[l) = o 

l 

mit / > o, g > O erlâutert werden. Bei der Maschenweite h — — entspricht 
(17-7) das Differenzen-Eigenwertproblem 

( - A (/„, /I + h% Y f =Ah* 9i K,. (1 = 1,2 rt-i). 


wobei f . = ^-)a) bedeutet. 

Ebenso wie man nach §8 den kléinsten Eigenvvert von (17-7) durch 
ein Minimum problem festlegen kann, gibt es auch für den kleinsten Eigen- 
wert A 1 von (17*8) ein Minimum problem. Es lautet, wenn der Deutlichkeit 
hdlber A^ für A t geschrieben wird: 

II I «,-)* + JJ 9 .-«? 

(17-9) 4*’^— TTTî — • 

JJ »i “i 


Dabei konnen die u ( irgendwelche reellen, den Randbedingungen v 0 = u n =0 
genügende Zahlen mit u^O sein: in (17*9) steht das Gleichheitszeichen, 
wènn für u i eine ,,Differenzeneigenfunktion“ F-, d. h. eine Losung von (17*8) 
eingesetzt wird. Für n -»oo geht (17*9) in die entsprechende Minimalaussage 
für den ersten Eigenwert von (17-7) iiber, vgl. (11*7). 

Bezeichnet man in dem Bruch (17 9) den Zahler mit Z und den Xenner 

mit X, so nimmt der Quotient y aile Werte, die er überhaupt annehmen 

kann, bereits für die Werte u t an, die der Xebenbedingung X = I geniigen. 
Xach dem WEiERSTRASSschen Satz, daB eine stetige Funktion in einem ab- 
geschlossenen Bereich ihren Kleinstwert an mindestens einer Stelle des 
Bereiclies annimnit, ist die Losbarkeit der Minimumaufgabe Z — [Minimum 
für A T = 1 gesichert. Für die Minimunistellen müssen nach den Regeln der 
Differentialrechnung die notwendigen Bedingungen erfüllt sein: 


(17*10) 


d(Z — AX) 

èu i 


(ï = I, 2, I) , 


und diese Gleichungen stimmen mit (17-8) überein. 

Durch genaueren Vergleich der Minimalausdrücke für und M ( 1 w) liiBt 
sich zeigen 1 ), daB die A[^ für n -+ 00 gegen konvergieren und dafi der 


*) L. Collatz, Deutsche Mathematik, Bd. II (1937) 189—215, dort sind auch 

Problème vierter Ordnung behandelt. Weitere Literatur über die Théorie des 
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Fehler mit h quadratisch gegen 0 geht 1 ): 

(17-11) | -- A [ n) | ^ const • h 2 . 


§ 18. Verscharfungen des Difïerenzenverfahrens. 


Bei dem in §17 beschriebenen ,,gewôhnlichen“ Differenzenverfahren er- 
hàlt man bei groBer Maschenweite h, also geringer Anzahl von Gleichungen 
nnd damit relativ kurzer Rechnung, einen für viele Zwecke ausreichenden 
Überblick über die GrôBenordnung der Eigenwerte und den Verlauf der 
Eigenf unktionen . Braucht man jedoch genauere Werte, so konnte man zwar 
das Verfahren von § 17 mit kleinerer Maschenweite h wiederholen, jedoch 
niuÛ man dann wegen der langsamen Konvergenz des gewohnlichen Diffe- 
renzenverfahrens zu sehr kleinen Werten von h übergehen, und das An- 
wachsen der Rechenarbeit steht dann nicht mehr im vernünftigen Verhàltnis 
zum erzielten Genauigkeitsgewinn. Es sollen daher hier einige Abwand- 
lungen des gewohnlichen Differenzenverfahrens beschrieben werden, die ge- 
nauere Werte liefern. 

18-1. Finite Ausdrücke. Die Grundlage für das in 18*2 beschriebene 
Differenzenverfahren hoherer Annaherung bilden die „finiten“ Ausdrücke; 
diese stellen Linearkombinationen aus Funktions werten y i+v dar, die mit 
einer vorgegebenen Ableitung y {k \ genommen an der Stelle naherungs- 
weise, und zwar môglichst gut, übereinstimmen. So sind z. B. bei kleiner 
Maschenweite h die folgenden Ausdrücke im allgemeinen bessere Annàhe- 
rungen an die erste und zweite Ableitung y' {x^ y" (x { ) als die in § 17 ver- 
wendeten Differenzenquotienten (17*1), (17*2): 


(18-1) 

(18*2) 


, -yt+2-f 8yi+i — 8 yi-i + yi - 2 

y* ~ 12 h 

„ \ ~yi+2+ *byi+i — 3oyi 4- i6y»-i — y*-a 

y i ~ 12 h? 


Differenzenverfahrens: M. Plancherel, Le passage à la limite des équations aux 
différences aux équations différentielles dans les problèmes aux limites, Bull. Sci. 
math. (2) 47 (1923) 153—160, 170— 177. R. Courant, Über die Anwendung der 
Variationsrechnung in der Théorie der Eigenschwingungen und über eine Klasse 
von Funktionalgleichungen, Acta math. 49 (1926) 1—68. H. Levy und E. Bag- 
gott, Characteristic numbers, functions and orthogonal properties of différence 
équations. Philos. Mag., London, (7) 18 (1934) 177 — 187. 

!) Hierauf beruht eine von Herrn H. Bückner vorgeschlagene Verbesserung 
des Differenzenverfahrens, die demnâchst verôffentlicht wird. 

Als verbesserte Nàherungswerte A*W werden die Zahlen 

= A[ n ^ + C • h* 

verwendet, wobei C eine leicht berechenbare Konstante ist. 
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Man erhâlt diese Ausdrücke leicht mit Hilfe der TAYLORschen Formel: 
Setzt man z. B. mit noch zu bestimmenden Konstanten c Q an 

+2 

Vi ^ ^ q Vi+ç > 

2 

so kann man jedes einzelne Glied dieser Sam me nach dem TAYLORschen 
Satz entwickeln: 

y i+e = yi+e h yi+-jryi +••• 

So erhâlt man 



Veilangt man, dafi der rechtsstehende Ausdruck, abgesehen von Gliedern 
mit h b und hôheren Potenzen von h, mit y'f > übereinstimmen soll, so erhâlt 
man in 

17 = 17 = 27 «>% = 27 e 4c c = °; 27 <?% = !* 

Q= — 2 e -=-2 q ~ — 2 <? = — 2 <? = — 2 

fünf lineare Bestimmungsgleichungen fur die fünf unbekannten Beiwerte c^. 
Die Auflosung dieses Gleichungssystems ergibt den in (18*2) rechtsstehenden 
finiten Ausdruck. 

Die bei diesem Beispiel verwendete Méthode lâBt sich oh ne we itérés ver- 
allgeineinem. Zunàchst geben wir die 
Définition: Es sei 

(18-3) L[y}= JJ p v (x)y ir) 

V = 0 

ein homogener linearer Differentialausdruck k-ter Ordnung in y mit gegebenen 
stetigen Funktionen p v (x). Dann heipt die Linearkombi nation mit den Kon- 
stanten C Q und den ganzen Zahlen p, q 

(18-4) A = JJ C e y(x t + oh) 

Q--P 

ein finiter Ausdruck r-ter Anndherung fiir den Differentialausdruck L[y] 
an der Stelle x = x it wenn bei Taylorenticicklung des Ausdruckes A an der 
Stelle x i die GrôPe fiir v <*k den Faktor p v (x { ) und fiir £ + 1 v k-\-r 

den Faktor Null erhalt. 

Es gilt dann fiir eine beliebige , (k + r -f- I )-mal stetig differenzierbare 
Funktion y{x) 

(i 8 ‘ 5 ) a = S P. (*.-) y (r) (*,) + & ■ D • I y l+r+,, | max . 

- 0 
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Dabei ist |#| <£ I, D eine von y unabhàngige Konstante, und 1 2 / (t+r+1) | n , a x ^ 
der Maximalbetrag von ?/* +r+1) in einem x L und allé x { -f- gh enthaltenden 
Intervall. 

Satz: Zu einem beliebig vorgegebenen linearen Differentiaîausdruck (18-3) 
gibt ee an jeder Stélle x — x t und zu jeder nichtnegativen ganzen Zdhl r finite 
Ausdrücke r-ter Annâherung, sogar unendlich viele. 

Man braucht nur den Ausdruck (18-4) nach dem TAYLORschen Satz zu 
entwickeln und erhâlt: 


(18-6) 


A— yi x j)[ C- p -\ hC'-i + ^'o+C'iH h C q ] 

+ ( x i)[~vC. p c_ 1 +^1 4 — h qc q ] 

+ f, *"(*<)[ ?C_ p +~.+C_ 1 + C 1 + - + «»C | ] 

+ • •• 

U+r 

+ {k + , y*' r) (x 4 ) [(- P ) k+r CL, + •• • + <f'" C,) + R 


wobei der Rest mit | 0 | I sich in der Gestalt schreiben liifît : 

A*+f+i ? 

(187) « = ++-i)T^I^' tl, L'rie l ' + ' +lc ,l’ 

Die Übereinstimmung der Entwicklung (18*6) mit (18*3) ergibt für die C Q 
die (k + r + I) Gleichungen 


(i8*8) 


Èe* c > 


h> 


PxiXj) für 0 <£ x k 


~v ( 0 für k + 1 ^ n <> k + r . 

Diese linearen Gleichungen sind ini Falle q + p ^ k + r, d. h. im Falle, daB 
man überhaupt genügend viele Abszissen x^gh und daiuit genügend viele 
Unbekannte hat, stets lôsbar ; man kann aile C Q bis auf k + r + 1 beliebige 
un ter ihnen gleich Null setzen und die restlichen C Q aus den Gleichungen 
(18*8) berechnen, denn die zugehorige Koeffizientendeterminante ist eine 
VANDERMONDEsche Déterminante und mithin als Produkt von Differenzen 
voneinander verschiedener ganzer Zahlen 1 ) stets von Null verschieden. 

In Tafel VIII sind für die niedrigeren Ableitungen einfache finite Aus- 
drücke zusammengestellt ; aus ihnen erhalt man diuch Überlagerung finite 
Ausdriicke für beliebige Differentialausdrücke bis zur vierten Ordnung 


einschlieBlich. 

18*2. Das Diüerenzenveriahren hôherer Annâherung 2 ). Man führt dieses 
Verfahren ganz entsprechend dem in § 17 beschriebenen gewohnlichen 


1 ) Vgl. z. B. O. Perron, Algebra, Berlin und Leipzig 1927, Bd. I, S. 94/95- 

2 ) L. Collatz, Schriften des Math. Sem. u. d. Inst. f. angew. Math. d. Univ. 
Berlin, Bd. 3 (i935)> S. 1—34. 
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r-ï» ( 2 ÿs— *7y t + 270^ — 490 ÿo + 270 y -1 — 27 ÿ- s + 2 ÿ-i) + 
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y% — 4Vi + f>yo—4ÿ-i + y- 2 — fr (yî v + 4yo V + y 1 ^) = ° + 
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Differenzenverfahren, das man als ein Verfahren erster Ahnaherung auf- 
fassen kann, durch, indem man jetzt nur die Differentialquotienten durch 
die in i8*i und in Tafel VIII angegebenen finiten Ausdrücke ersetzt. Mit 
der in 17-1 beschriebenen Intervallteilung und der Maschenweite h werde 
das Verfahren r-ter Annaherung durchgeführt, wobei wir uns auf den Fall 
einés ungeraden r — 2 s + I beschrünken. Wir ersetzen dann jeden Diffe- 
rentialquotienten an der Stelle x { durch einen finiten Ausdruck r-ter An- 
nâherung, der nur diè zu x { symmetrisch gelegenen Stellen von x im _ m _ g bis 
m benutzt (2 m sei die Ordnung der Differentialgleichung). Dann kann 
man für jeden der beiden Randpunkte und der (n — I) inneren Teilpunkte, 
also für die Stellen æ 0 , .r 2 , x 2 , . . x„, eine der Differentialgleichung ent- 

sprechende finite Gleichung aufstellen und erhâlt für die n-\- 2 m'-\- 2 s~{-l 
auftretenden unbekannten Funktionswerte Y i , nâmlich die Werte von 
Y ’ _ m _ H bis F w+III+g , (w + 1) Gleichungen. Ferner liefert jede der 2 m Rand- 
bedingungen eine finite Gleichung. Dann fehlen noch 2 s Gleichungen. Man 
ist daher genotigt, noch 2 s finite Gleichungen niedrigerer Annaherung hin- 
zuzufügen, was man auf mancherlei Weise tun kann, z. B. kann man für 
jeden der beiden Randpunkte x und x n die der Differentialgleichung ent- 
sprechenden finiten Gleichungen 1, 3, . . (2a — l)-ter Annaherung hinzu- 

nehmen. Diese Art ist auch in den folgenden Beispielen durchgeführt. 
Kommt in den Randbedingungen die (2 m — i)-te Ableitung nicht vor, so 
kann man die für x 0 und x n angeschriebenen finiten Gleichungen r-ter An- 
naherung fortlassen, es treten dann nur die Werte Y _ m _ g +1 bis F w+#JI4g _ 1 auf. 


18-3. Beispiel ftir das Differenzenverfahren hôherer Annaherung. Wir 

vcrwenden das in 17*2 mit dem gewôhnlichen Differenzenverfahren durchgeführte 

Beispiel des abgesetzten Knick- 
stabes (Abb. 17-2), also das durch 
(17-5), (17*6) formulierte Eigen- 
wertproblem. Bei der Maschen- 

weite h - 1 - erhalten wir für 
3 

die unbekannten Funktionswerte 

y_ 1, y 0 , y 4 (Abb. 18. 1) 

an den Stellen x 1 , x 2 die beiden 
finiten Gleichungen dritter An- 
naherung : 



Abb. 


i8*i. Über das Intervall o, 1 heraus- 
greifende Funktionswerte . 


+ A • 


- F,-f i6F 2 -3o 7 1 + i6F 0 -r- 1 
12 h 2 

-r t + i6r,-3or, + i6r, - r . + A 


I2h‘ 


Yi- 

Y t - 


Die Randbedingungen besagen F© — F a = o. * Um die über das Intervall von 
o bis 1 hinausgehenden Werte Y _ 1 und F 4 zu eliminieren, muÛ man noch auf 
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Gleichungen niedrigerer Annàherung zurückgreifen. Wir schreiben daber ftir x 0 
und x 3 noch die der Differentialgleichung entsprechenden gewôhnlichen Differenzen- 
gleichungen auf: 


Y , -270 + 7 ., 
h 2 


2 A Yq = o , 


y 4 — 2 y 3 4 y 2 

h 2 


+ ay 3 


o . 


Diese reduzieren sich wegen der Randbedingungen y o = Y 3 ~ o auf F-i — — Fj 
y 4 = — y 2 . Mit der Abkürzung y = 12 Ah 2 lauten jetzt unsere Gleichungen 
16 y 2 — 29 yj 4- 2 y y x =o , 

16 y x — 29 y 2 4 fx y 2 — o . 


Die gleich o gesetzte Déterminante 

-29 + 2 y 16 


ergibt 


oder 


16 — 29 + y 

y = (87 ± y 2889 ) 


= 2/i 2 — 87^ + 585 =0 


f 6,2345 (Fehler — 2,7%) 
l 2Ô »39 ( „ — 7%)- 

Der Vergleich mit den Ergebnissen des gewôhnlichen Differenzenverfahrens in 17-2 
zeigt, daB man hier mit der groBen Maschenweite h = bessere Werte erzielt hat 

1 *3 

als dort mit h *= — . 

5 

18-4. Heranziehen der Differentialgleichung an mehreren Punkten. Die 

jetzt in 18-4 bis 18*6 zu besprechende Méthode führt bei einfach gebauten 
Differentialgleichungen oft zu schônen Ergebnissen, bisweilen aber wird 
ihre Durchführung auch recht verwickelt. Die Verbesserung gegenüber dem 
gewôhnlichen Differenzenverfahren besteht darin, daB man bei jeder ein- 
zelnen Differenzengleichung die Eigenwertgleichung an mehreren Stellen 
heranzieht. Die Grundlage des Yerfahrens besteht in gewissen, ein fiir aile 
Male aufstellbaren Ausdrücken folgender Bauart: 


( i8 ‘Q) B = JJ (a, y v + A, y[ k) ) . 

v = i - p 

Es werden also Linearkombinationen der Werte von y und der Werte einer 
fest, gewàhlten fc-ten Ableitung von y an benachbarten Teilungsstellen x v 
gebildet und dabei die Konstanten a v , A v so bestimmt, daB bei Taylor- 
scher Entwicklung des Ausdruckes B an der Stelle x t die Ableitungen bis 
zu môglichst hoher Ordnung den Faktor Null bekommen. 

Wir erlâutern dies an dem Beispiel k — 2 der zweiten Ableitung. Fiir 
diese kennen wir den gewôhnlichen zweiten Differenzenquotienten, vgl. 
(17-2), und kônnen schreiben 

Vui — 2ÿ, + Vi-i - Wy'i æ 0 , 
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und zwar ergibt sich bei TAYLOR-Entwicklung an der Stelle x i ein Fehler- 
glied mit h l y lY Nun liegt es nahe, durch Hinzunahme von y" +1 und y"_ 1 
eine Formel aufzustellen, bei der das Fehlerglied von hôherer Ordnung wird. 
Wir setzen an, wobei wir i — 0 nehmen: 

B = + a 0 y 0 + a lVl + A_, y" t + A 0 y " + A lV ï 

und erhalten die TAYLOR-Entwicklung 

Vo ( a -i 4- a o + a i ) 

+ h Vo (—«-i d-Oj) 

+ 5* (+«-1 + «i + * [A_ x +A 0 + A]) 

+ (~ a -i + a i H" w [~~ d-i + ^i]| 

+ ^T^o V (+ a --i + 4 -^ 1 ]) 

4 - 

Setzt man die runden Klammern gleich Hull, so folgt: 

a -i ~ a i — 2 a o » 



So erhàlt man die Formel (aus Symmetriegründen fallen auch die Glieder 
mit y v fort): 

{ B , h 2 , „ , „ , „ v 

— — ÿi — 2y 0 + y_ t — — (ÿ, + 10 y 0 + ÿ_,) 

4 - Glieder 6. Ordnung = 0 . 

Nach diesem Beispiel der zweiten Ableiiung wenden wir uns wieder dem 
allgemeinen Falle einer beliebigen, der &-ten Ableitung zu. Für diese ergibt 
die TAYLOR-Entwicklung des Ausdruckes B in (18*9) an der Stelle x { : 

i+P ( j i* 1 

B — S 1 (& + (»’— i)hy'i + (v — if , , y" -j ) 

(i8-ri) i [ ' ' 

+ A (*?>+ (v - i)feÿf +1) + (v - i) 2 ^ «4 t+1!) + • • ; 

die und A p sollen so emiittelt werclen, daB y { , y!', . . . bis zu Ab- 

leitungen môglichst hoher Ordnung, etwa bis zur (Je + r)-ten Ordnung ein- 
schlieBlich, den Faktor 0 erhalten. 

Somit ergeben sich für die Konstanten a v und für die GrôBen 

(18-12) 
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die Gleichungen 

i+p 

JJa„(v—i) x = o für x =o, 1, 2, . . k — I . 

JJ [<*,(*- <)“ + 6, (ï) (r — »)“"*] = o 

für y, = fc -f- 1, . • ■» & 4“ r • 
Nun suchen wir Ausdrücke B der Gestalt (18-9), bei denen nicht aile a v und 
b v verschwinden solien. Das ist gewâhrleistet, wenn wir etwa verlangen, es 
sali b { =|=0 sein, d. h. der Koeffizient an der Stelle der Entwicklung x t . Da 
in B ein Faktor frei ist, kônnen wir 6^ = I setzen. Dann ist (18-13) ©in in- 
homogenes Gleichungssystem von (k + r + 1) Gleichungen für die Unbe- 
kannten a v und b v . Das Gleichungssystem hat, wenn man nur p genügend 
groB wàhlt und genügend viele Unbekannte zur Verfügung hat, beliebig 
viele Lôsungen (die Existenz unendlich vieler Lôsungen folgt schon daraus, 
daB jedem der nach (l8-i) aufstellbaren finiten Ausdrücke eine Lôsung 
von (18*13) entspricht). Für die niedrigeren Ableitungen (bis zur vierten 
Ordnung einschlieBlich) sind in Tafel VIII Ausdrücke der Gestalt (18-9) 
zusammengestellt. Für den Fall, daB man genau drei Werte b_^ , 6 0 , b x be- 
nutzt, sind für Ableitungen beliebiger Ordnung in Aufg. 6 von (19-6) ex- 
ploite Ausdrücke angegeben. SchlieBlich sei noch folgender Spezialfall 
herausgegriffen : Es seien k und r gerade Zahlen, k ~ 2 p, r = 2 q und es 
sei O <q <> p. Wir behalten nur die b v mit | v — i | <| q bei, setzen also 

i~p “ ^i-p+1 ==••• = b i_ ? _i = b i + q+ 1 = ^i+q+ 2 * * * ^i+P 0 ’ 

Wir behaupten, daB dann das Gleichungssystem (18-13) cine eindeutig be- 
stimmte Losung besitzt, wenn man als Normierungsvorschrift an Stelle 
von b t — I etwa — I wiihlt. 

In diesem Falle stimmt nâmlich die Anzahl der Gleichungen mit der der 
Unbekannten überein, sie ist k -}- r -f- 1 ; wir brauchen also nur noch zu 
zeigen, daB die zugehorige Déterminante D nicht verschwindet. Sie lautet 



(18-13) 
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Hierbei ist D das Produkt aus den zwei Determinanten 

I ••• 1 

(18-15) - D i= 

(- p)* _1 •••(-i)*~ l i 

und 

(18-15) D z = 

•(‘t ')<-«>'-(** VI 

Beide Determinanten sind von Nul! verschieden, D x als VANDERMONDEsche 
Déterminante (vgl. l8*l), und D 2 geht nach Herausziehen der Faktoren 
ï J ) ’ (* 2 ) > • • ^ r | aus den einzelnen Zeilen in eine Vander- 

MONDEsche Déterminante über. 


18-5. Beispiel. Wir betrachten wieder den abgesetzten Knickstab von 17-2 
und 18-3 (Abb. 17*2) mit den Gleichungen (17-5) und (17-6): 

y" = —ky 0 y; y(o) = y(i) = 0 . 

Béi der Maschenweite h — — haben wir wie in Abb. 17-2 die Funktionswerte 
3 

7 0 , Y lf Y 2 , Y 3 . Wir stelien die Formel (18-10) bei Unterdrückung der Glieder 
3echster Ordnung (dann müssen wir an Stelle der Funktionswerte yi und der Ab- 

leitungen y{ Nâherungen F, und Y" schreiben) auf für die Stelien x, — ^ und 



7,2 

7,-27,+ 7 0 - ~(7:; + io7 / 1 ' + 7 0 ' ) — o , 

r 8 -2 7 2 + y, - ^ ( y'/ + 10 r: + y") = o. 

Die Randbedingungen sind 7 0 = 7 a — o. 

Nach der Differentialgleichung ist 

7" = —A 2 -7,; Y 2 = ~A • 1 • 7 2 ; 7" - 7'/ - o , 

also folgt 

y 2 -27,+ a < y, + 20 y,) - o , 

-2 y 2 + y, + ~~l A(io y 2 + 2 y,) = o . 


Mit 

lautet die Déterminante 



— 2 + 20 fi 1 + ^ 

I + 2 yU — 2 + IO fi 
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Mit fi = — erhàlt mati so die quadratische Gleichung 


und daraus 


v 2 — 21 v -f- 66 — o 


A = 


6,2966 

28,067 


(Fehler -1,7%), 
(Fehler -1,3%). 


Diese Werte sind viel besser als die des gewôhnlichen Differenzenverfahrens in 17-2 
und auch besser als die des Verfahrens dritter Annàherung in 18-3. 


18*6. Das Verfahren im allgemeinen Fall. Die Differentialgleichung laute 

M[y] = XN[y]. 

Die hôchste vorkommende Ableitung sei y (2m) . Dann stellen wir die Formel 
(18*9) mit jk = 2m für y^ 2m) auf und schreiben die Gleichung 

(18-16) 'ÿ K Y ; + a, r< 2 ”>) = O 

v-t-p 

für aile inneren Punkte an. 

Nun wird überall unter Benutzung der Differentialgleichung er- 

setzt durch die niedrigeren Ableitungen r£ 2m-1) , Y ( ^ m ~ 2) , . . Y' v , Y v . Diese 
Y ^ treten jetzt als weitere Unbekannte auf; man schreibt daher für aile 
diejenigen Ableitungen, die in der Differentialgleichung vorkommen, die 
entsprechenden Formeln (18*9) für aile inneren Punkte an. (Die Konstanten 
a v , A v sind zur Unterscheidung mit Strichen versehen.) 


(18-17) 


27«r, + a : rf w “ 1) )= o 

^«y r + <r?-*)=o 

X'(af'"- 1) 7 , + 4 a ”‘“ 1> n) =0. 


Besondere Aufmerksamkeit verlangen die Randstellen. Hier kann es zur 
Elimination aller überzahligen Unbekannten nôtig werden, ,,einseitige“ 
Formeln zu verwenden. Wir erlautern das an dem 


Beispiel: Torsionssch wingungen einer Scheibe. Die Schwingungs- 
aufgabe von Aufgabe 4 in 114 (S. 175) führt auf die Differentialgleichung 
— (e-**- y')' ~ Xe~ x *y 

oder 

(i8-i8) y" = 2xy' — Xy 

mit den Randbedingungen 

y{°) — y'i 1 ) — 0 • 

Bei Behandlung dieser Aufgabe mit dem Differenzenverfahren verwenden wir 

2 h 2 1 

(Abb. 18*2) die grobe Masclienweite h — — , also — ~ Dann ergibt Formel 
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Abb. i8 *2. Differenzen- 
verfahren beim Beispiel 
einer Torsionsschwingung 
in i8*6. 

r;- o 


2 A 

(i8«io) angeschrieben für x =±= ~ und x = -- : 

~ 2 - ( n ' + IO r; + n#) = o 

_f !+ y 1 — ~{ y, + io y'/ + r;') = o . 

Hierbei sind bereits die Randbedingungen in der Form 
Y 0 =o, Y 2 — 7 3 verwendet (ferner benutzen wir 
spâter die . Symmetrie noch durch Fg = — Y'%). 
Nun ist nach der Differentialgleichung (i8-i8) mit A 
als Nâherungswert für A: 


y'.' = 1 y; - zi y, 
5 


?;'==— Y'i-AYt 

D 

n = ™ r, - a y, = - y y' -/iy 2 . 

Jetzt müssen noch die Formeln für y' angeschrieben werden. Nach Tafel VIII er- 

halt man für x = 2 und x — die Oleichungen 
5 .5 

y,— i<n+ 4 y; + r;)=o 

y 3 - y x - < y 3 + 4 n + r x > = o . 

3n 

Jetzt ist noch Y' n zu eliminieren. Dazu müssen wir einen einseitigen Ausdruck ver- 
wenden; er ist nach Tafel VIII 


Nun hat man die genügende Anzahl von Oleichungen zur Elimination der unbe* 
kannten Funktionswerte. 

Die Ausrechnung ergibt 

218 A 2 — 5423 A — 16329 = 0 oder 

A== { 3>5<>49 (Fehler — 2,5%) 

121,371 (Fehler — 11%). 


§ 19. Das Differenzenverfahren bei partiellen 
Differentialgleichungen. 

Wie bereits in § 17 betont wurde, ist das Differenzenverfahren ein ganz 
allgemeines, stets anwendbares Verfahren ; es gibt bei partiellen Differential- 
gleichungen Bereiche, bei denen das Differenzenverfahren das einzige prak- 
tisch brauchbare Verfahren ist und bei denen mit anderen Verfahren die 
Randbedingungen nur schwer erfaBbar sind. 
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Wir beschrânken uns der bequemeren Darstellung wegen auf zwei un- 
abhângige Verànderliche x , y , obwohl sich das Verfahren genau so bei mehr 
als zwei unabhàngigen Verânderlichen anwenden laBt. 

19*1. Das gewôhnliche Differenzenverfahren oder Verfahren erster An- 
naherung. Wir legen ein rechteckiges Netz mit den Maschenweiten h und l 
und den ,,Gitterpunkten“ mit den Koordinaten 

«■»* 

zugrunde (Abb. 19*1). Die Wahl des Anfangspunktes x 0 , î/ 0 und der Maschen- 
weiten h und l ist an sich willkürlich; meist wird man jedoch bei Berück- 
sichtigung der Randbedingungen 
zu erreichen suchen, daB etwaige 
geradlinige Randstrecken mit den 
,,Gittergeraden“ (19-1) zusani- 
menfallen oder bei krummlinigen 
Randstrecken besonders ausge- 
zeichnete Punkte zu Gitterpunk- 
ten werden. Man kann auch 
andere als Rechtecksgitter ver- 
wenden (vgl. 19*5), jedoch werden 
die Differenzenausdrücke kom- 
pliziert und unbequem für die 
numerische Rechnung, insbeson- 
dere, wenn man ein Gitter verwendet, das nicht mehr durch eine Trans- 
lation in sich überführbar ist. Am meisten werden quadratische Gitter 
(gleiche Maschenweiten, h = l) benutzt. 

Wir bezeichnen Funktionswerte an einer Gitterstelle y k durch An- 
hângen der Indizes i, k; so bedeutet z ik den Wert einer gesuchten Funk- 
tion z(x, y) für x = x t , y= y k und Z i k einen Naherungswert für z i k . 

Der Differentialgleichung und den Randbedingungen. werden jetzt ge- 
nau wie bei den gewôhnlichen Differentialgîeichungen Differenzenglei- 
chungen bzw. finite Gleichungen’ gegenübergestellt. Die den Differential- 
quotienten entsprechenden Differenzenquotienten bzw. finiten Ausdrücke 
kann man leicht mit Hilfe von „Verschiebungsoperatoren“ E x und E y 
bilden, die bei einer beliebigen Funktion g{x, y) die Argumente x bzw. y 
um die Maschenweite vermehren, die also durch 



Abb. 19*1. Rechteckiges Gitter zum Diffe- 
renzenverfahren bei partiellen Different ia) - 
gleichungen. 


(19-2) 


E x g(x, y) — g (x h, y) 

Ex Z i,t = 2 iH,t 


£„?(*> y) = g(*,y + i) 

E„ z i,t — z i,i-+i 
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iestgelegt sind. Die Operatoren lassen sich in beliebige ganzzahlige (positive 
oder négative) Potenzen erheben 1 ): 

E\E™g(x, y) =g(x + lch, y + ml ) . 

Man kann mit diesen Operatoren wie mit einer algebraischen Grôfie formai 
rechnen und sie mit Differentialoperatoren vertausehen. 

08 g 

Als Beispiel für das Rechnen mit den Operatoren soll zu ein Differenzen- 

■quotient aufgestellt werden. Nach der Tafel VIII ist bei Fortlassen der Restglieder, 
wenn wir gleiche Maschenweiten h = l benutzen, 

(f/ 2 )o,o ^ A 2 (Sl ° ~ 2ÿ °' 0 +9-i. ») = ïï\ e * - ::E 'Ï + B- 1 )9 o, i , . 

(SLo ~ ii <»•■*-*.->> = il ■ 

Also 

= — 2 ^ 0,1 + 0 - 1.1 “ 01,-1 + 200 .-! — 0 - 1 , - l )- 


Man kann so einer beliebigen Differentialgleiehung eine, Differenzen- 
gleichung gegenüberstellen. Dies macht man bei einem vorgelegten Eigen- 
wertproblem für jeden „inneren“ Gitterpunkt, d. h. jeden Gitterpunkt x t , y k , 
der selbst unddessen vier Nachbarpunkte + y k ; x { _ v y k ; x ( , y k+l ; x i , y k _ x 
im Innern oder auf dem Rande F des beim Eigenwertproblem auftretenden 
Bereiches B liegen. 

Besondere Sorgfalt erfordert die übertragung der gegebenen JRand- 
bedingungen in Differenzenbedingungen, also Gleichungen zwischen den 
Z ik . Die Art, in der diese Übertragung erfolgt, kann einen grofîen EinfluB 
auf die Genauigkeit der Naherungswerte haben. Ist z. B. auf einer gekrümm- 

ten Randlinie F die Randbedingung z — o 
vorgeschrieben (Abb. 19*2), so kann man 
ganz grob vorgehen und an der Stelle B 
den Wert Z — O setzen, darf dann aber 
keine grofîe Genauigkeit envarten. Besser 
ist es, zu fordern, dafî die Werte von Z in 
den Punkten A, B, C graphisch dargestellt 
auf einer Geraden liegen 2 ) sollen, also wenn 
A B die Lange à hat: 



D 


'B*'" 

C 


/ 

1 





f 





Abb. 19*2. Zur Behandlung der 
Randbedingung z — o beim 
Differenzenverfahren . 


z » = JTl z c 


D J. F. Steffensen, Interpolation, Baltimore 1927, S. 5ff. u. 179 ff. 
2 ) L. Collatz, Z. angew. Math. Mech. 13 (1933) 56. 
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oder bei Hçranziehen des auBerhalb J 1 liegenden Punktes D 

( 19 - 3 ) Z B = ~ £ Z D ■ 


Bei komplizierteren Randbedingungen und gekrümmten Randern kann es 
erforderlich sein, sich die Pifferenzenrandbedingungen durch Taylor- 
Entwicklung selbst herzuleiten. 


19*2. Beispiel. Eigenschwingungen einer elliptischen Membran. Eine Mem- 
bran von konstanter Picke und elliptischer Form sei am Rande eingeapannt. Die 
Bestimmung ihrer Eigenfrequen- 
zen führt (vgl. 3-6) auf das Eigen- 
wertproblem 


- Azz 


- __ 1 \ 

* \dx* + dy*f 


= A Z . 


Dabei sei z — o auf dem Rande 
der Ellipse mit den Halbaclisen- 
lângen 1 und 2 

7*2 

----- + y 2 = 1 • 

4 

Wir verwenden, lediglieh um das 
Verfahren zu erlâutern, ein ganz 
grobes quadratisches Gitter mit 



Abb. 19*3. 


Eigenschwingungen einer ellip- 
tischen Membran. 


der Masclienweite h — — und 
3 

haben, wenn wir uns nur für die zur x - und y-Achse symmetrischen Scbwinguilgs- 
formen interessieren, sieben unbekannte Funktionswerte, die wir mit Z x , Z 2 , . . . , Z 7 
numerieren (Abb. 19-3). 

Dem Ausdruck (Az)^^ entspricht hier durch unmittelbare Übertragung des 
zweiten Differenzenquotienten (17*2) der Ausdruck 

(I 9 - 4 ) fri (Zi+l,k + H" %i,k+l + %i,k-l ~ 4 %i,k) • 


Ist A der nach dem Differenzenverfahren zu berechnende Nàherungswert für A, so 
lautet mit der Abkürzung v — 4 — Ah 2 die Differenzengleichung 


( x 9'5) %i+l,k +Zi-i,k + %i,k+l + Zi, k-1 — v ‘ %i,k- 

Im vorliegenden Falle hat man mit fi -- v — 1 


2 Z 2 --- n Z x 
Z\ "b ^3 + Z h — 

-f Z* -h Z 6 — /iZ 3 . 


♦Setzt man nun grob Z 4 — Z 5 — Z 6 - o ( Z 7 tritt hier nicht auf), so erhàit man 
fi(ju 2 — 3) = o und damit die in der folgenden Tabelle in der ersten Spalte ange* 
gebenen Nâherungen. Werte, die nicht ganz so grob sind, aber natürlich wegen der 
geringen Anzahl von Gitterpunkten immer noch ziemlich groûe Fehler haben, erhalt 
man, wenn man Z 4 , Z 5 , Z 6 nach (19-3) eliminiert. In Abb. 19*3 ist z. B. 


Ô 


Yï - 1 


3 



also Z. 



284 

ebenso erhâlt man 


6. Das Differenzenverfahren. 


Z 4 = 


-Vi 


und 


z, = . 


■2 - — - 7 

Dann folgt für /z die Gleichung 

(M + 0,825 14) (/z 2 + 0,093 84 M — 2) = /z . 

Die Wurzeln /à, die sich daraus ergebendeji Nàherungswerte Ai und die nach dem 

O 

Verfahren von 19*4 berechneten Werte mit Z 1 = — ^ Z 3 gibt die folgende Tabelle: 


Wurzeln /z^ und Nàherungswerte Ai . 


Qewôhnliches Differenzenverfahren nach 19-1 Verfahren nach 19-4 


Rand werte Z v Z 5 , Z 6 = 0 

Rand werte nach (19-3) eliminiert 

Mi 

Ai 

Mi 

Ai 

Mi 

Ai 

n 

2,853 

1.5839 

3,186 

7 >694 

3,520 

0 

6,75 

— 0,528 

7.94 

3,245 

9,850 

-Ki 

f 1^65 

— 1,976 

11,20 

— 9,825 | 

15, IO 


19-3. Differenzenverfahren mit hôherer Annaherung. Bei diesem Ver- 
fahren ersetzt man (in genauer Parallèle zu den gewôhnlichen Differential- 
gleichungen, vgl. i8*l bis 18-3) die Differenzenquotienten dnrch finite Aus- 
drücke, deren TAYLOR-Entwicklung mit dem vorgelegten Differentialaus- 
druck weiter (d. h. bis zu Gliedern hoherer Ordnung) übereinstimmt als die 
TAYLOR-Entwicklung der Differenzenquotienten. Zur Aufstellung derartiger 
finiter Ausdrücke stehen zwei Wege zur Verfügung, die Operatorenrechnung 
und die direkte TAYLOR-Entwicklung. 

Es genügt, zu beschreiben, wie man bei einem beliebig vorgelegten 

Differentialausdruck zu einem einzelnen Glied - — « finite Ausdrücke 

dx a dyP 

findet (und zwar ,, finite Ausdrücke r-ter Annaherung", bei denen in 

d« + 0z 

der TAYLOR-Entwicklung aufier dem Gliede - — — , erst Glieder s-ter Ord- 

C x«C)yP 

nung mit s = auftreten). 

Bei der Operatorenrechnung benutzt man wieder die durch (19-2) einge- 
fiihrten Verschiebungsoperatoren E x und E y . Nach dem Satz in l8*l gibt 
es zu der a-ten Ableitung finite Ausdrücke (r 4 - fi 4-l)-ter Annaherung, die 
man mit Hilfe des Operators E x in der Form schreiben kann : 
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Dabei ist r 0 beliebig vorgebbar, 8 = r + a + P + D und p 
von r abhângige Zahlen. Entsprechend gibt es Konstanten CJ, D*, p*, so 
dafi mit |$ 2 | ^ I 


0 <.= Â . s 


gilt. Es gelten somit die folgeriden Operatorengleichungen, wenn nian die 
Operatoren nur auf ganze rationale Eunktionen z(x, y) anwendet, die in x 
und y von hôchstens (« — i)-tem Grade sind, für die alsô die Restglieder 
fortfallen : 

P p * 

q=~p & 

Für die betrachtete Klasse von Eunktionen gilt dann, da für sie Différen- 
tiation und Verschiebung vertauschbare Operationen sind: 

P«+/3 P P* 

Z'C.ctBiK-Q- 

y O *= —p 0 = r~p* 


Nun bilden wir für eine beliebige, mit stetigen partiellen Ableitungen bis fcur 
<s-ten Ordnung einschliefîlich versehene Funktion g{x, y) den Ausdruck 

(Qg(x, y)) iit = £ . J] CçCïylXi + Qh, y k + al) 

Q=*--p <J=-V* 

und erhalten bei Entwicklung nacli dem TAYLORschen Satz an der Stelle 
*;> Vk- 

<„- 6 , (g, - - J! + *» IC I... • 

a+b<8 

v obéi g^ ax den Maximalbetrag aller partiellen Ableitungen s-ter Ordnung irn 
Rechteck \x — x { \ £ sh; \ y — y h | <£ si bedeutet, |#| 1 und If eine 

Konstante ist. Die Konstanten y a b sind dabei für aile betrachteten Funk- 
tionen g(x, y) dieselben. Ist g eine ganze rationale Funktion von hôchstens 
(s — i)-tem Grade in beiden Verànderlichen zusammen, so verschwindet die 
rechte Seite in (19*6). Setzt nian g = (x — x^) a {y — y k ) b , mit a o, 
6 ;> 0, a + b < s, so folgt y a b = 0, d. h. Qg(x , y) ist der gesuchte finite 
Ausdruck für 

c«+Pg(x, y) 
dx«dyP 

Die Zahl s konnte dabei beliebig groB gewâhlt werden, d. h. es gibt finite 
Ausdrücke beliebiger Annàherung 1 ). 

*) Die gleiche Operatorenmethode lâfit sieh bei beliebig vielen unabhàngigen 
Verànderlichen durchführen, siehe FuBnote 3 ) von S. 271, a. a. O. S. 15 — 17. 
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Heranziehen der Differentialgleichung an mehreren Punkten. 


Man bekommt oft einfachere (weriiger Gitterpunkte benutzende) finite 
Ausdrücke mit demselben Annâherungsgrad wie bei den Ausdrücken der 
Operatorenrecbnung, indem man direkt einen Ansatz niacht : 

(I 9 ' 7 ) [ 8 ^% = ZC*’° 9{Xi + eh ’ y * + al)+ÿD 

and die noch unbekannten Konstanten C Q a daraus bestimmt, daB bei 
TAYLOR-Entwicklung der in (19-7) rechtsstehenden Summe Übereinstim- 
rnung bis zu den Gliedern (5 — i)-ter Ordnung einschliefîlich stattfindet. In 
Tafel IX sind für die oft gebrauchten Differentialoperatoren 


A 32 _l ?L 


j a 4 , d 4 t d 4 

un AA — dx A + 2 dxt a y 2 + — - 4 - 


finite Ausdrücke angegeben. 


19*4. Heranziehen der Differentialgleichung an mehreren Punkten. Dus 

in 18-4 bis i8-6 beschriebene Verfahren lâBt sich ebenfalls auf partielle Diffe- 
rentialgleichungen übertragen. Hier gilt in verstürktem MaBe, daB bei ein- 
fach gebauten Differentialgleichungen mit dieser Méthode oft gute Ergeb- 
nisse erzielt werden, wahrend bei komplizierteren Differentialgleichungen 
die Durchfiihrung vie! nnilisamer ausfâllt als nach der Méthode von 19*3. 

Es werde wieder ein rechteckiges Gitter (19-1) zugrunde gelegt. Die 
Differentialgleichung laute wie in (6-i) 

(19-8) 'M [z] = ÂN [z] 

und sei von 6-ter Ordnung, und zwar habe M\z] die Gestalt 

( 19 - 9 ) M[z} = £ M,\z] mit M,[z\= £ p «’» £ 

a£0, fèO 

wobei die gegebene Funktionen von x, y sind. Wir unterscheiden mm 
zwei Fàlle: 

Fall I. Die Koeffizienten des hôchsten Gliedes M g [z] sind Kon- 
stanten. Dann werden entsprechend zu (18-9) Ausdrücke gebildet: 

(19-10) B = U (°u ht + A it( M » [*]){,») . 

1 ,* 

wobei die Summe über eine noch genauer festzulegende Anzahl von Gitter- 
punkten zu erstrecken ist. Die a ik und A ik sind Konstanten. Nun wird der 
Ausdruck B an der Stelle eines Gitterpunktes nach dem TAYLORschen Satz 
entwickelt; die a ik und A ik sind dann aus der Forderung zu bestimmen, 
daB bei der TAYLOR-Entwicklung die Koeffizienten von 
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fur a + P « + r mit a o, ff O den Faktor Null erhalten. Dabei 
ist r > O zü wâhlen, im Fall r = 0 kônnte man als 5 den gewôhnlichen 
Differenzenquotienten verwenden . 

In dem so aufgestellten Ausdruck B wird M g [z] nach der Differential- 
gleichung (19-8) und (19-9) durch niedrigere Ableitungen ausgedrückt. So 
ergibt sifch für die Nàherungswerte Z ilt die Gleichung: 

(19-11) JJ (a ik Z i k + A it | XN [z] - JJ M v [z] I \ = o . 

i,k \ ! v=o )* s ‘ z i,k' 

In dieser Gleichung treten als Unbekannte die Z { h und Werte Z auf, 

( 0 * + 0 z\ 

c « A/ k se * n so ^ en * ®ine Gleichung wie (19*11) 

wird für jeden inneren Gitterpunkt aufgeschrieben. Nun müssen noch die 
Z\\: ^ mit a + i^>0 eliminiert werden. Das geschieht, indem man ein für 
allemal Ausdrücke der Gestalt 


(i9* 12 ) 



d a+b z 

aufstellt, bei deren TAYLOR-Entwicklung die Koeffizienten von r für 

cx a dy b 

a -f b ^ k t(- r den Faktor o ènthalten. Dann werden die Gleichungen 
B* = 0, indem man Z { k für z i k schreibt, mitbenutzt für aile Ableitungen 

die in der Differentialgleichung (19*8) vorkommen. 

ex* cyP 

Ebenso wie der Differentialgleichung werden den Randbedingungen ent- 
sprechende Gleichungen zwischen den Z i k und Z\ a jf } gegenübergestellt, wo- 
bei man oft bei den Randbedingungen Gleichungen niedrigerer Annaherung 
wird hinzunehmen müssen, um ebenso viele Gleichungen wie Unbekannte 
zu erhalten. 


Fall II. Die Koeffizienten des hôchsten Gliedes M 8 [z] in (19*9) 
sind nicht konstant, sondenvàndern sich mit x und y. Dann kann man zwei 
Wege einschlagen. Entweder man steîlt Gleichungen der Form B* — o nach 
(19-12) für sàmtliche in der Differentialgleichung auftretenden Ableitungen 
auf, auch für die Ableitungen s-ter Ordnung, und schreibt auûerdem die 
Differentialgleichung für sàmtliche inneren Gitterpunkte mit Zfy^ an S telle 


von 


/ v 

\dx a dyP/i't 


auf, oder man verwendet Ausdrücke der Form 


B** = JJ(a**Z il + A**(M[z]) ik) , 

i,k 

wobei man jetzt die Koeffizienten a**, A** in jeder aufzustellenden Glei- 
chung neu berechnen mufi, da wegen cfer verânderlichen Koeffizienten 
{die selbst auch naeh Taylor zu entwickeln sind) die TAYLOR-Entwicklung 
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für jeden inneren Gitterpunkt neu ausgeführt werden muB. Die Durchfüh- 
rung des Vferfahrens kann dadurch sehr mühsam werden. 

Wir erlautem das Verfahren bei der speziellen Gleichung (vgl. 6*2) : 

(I9*I3) M[Z] = — {fZ x ) x ~ (P Z y)y 4 V Z = ’ * 

die man anch in der Gestalt schreiben kann: 


p y p p 


Jetzt haben die Glieder mit den hôchsten Ableitungen, z X7r und z J/;/ ,kon- 
stante Koeffizienten. Für A z bekommt man an einer Gitterstelle x f , y k einen 
Ausdruck B der Form (19*10), indem man aufîer den vier in Abb. 19*4 durch 
■ gekennzeichneten Nachbarstellen (i -f- 1, k) {i — I, k) (i, k + I) (i, k I), 



Behandlung des Ausdruckes A 2 : 

• ■ beim gewôhnlichen 

Differenzenverfahren 
benutzte Punkte, 

• beim Verfahren 19*3 
(finiter Ausdruck) be- 
nutzte Punkte, 

• ■ O beim Verfahren 19*4 

benutzte Punkte. 


Abb. 19*4. 


die bereits beim gewôhnlichen Bifferenzenquotienten (19*4) gebraucht wer- 
den, noch die in Abb. 19*4 durch O gekennzeichneten Punkte {i + I, k -f 1), 
(i 4-1, k — I), (z — I, k -f l),(t — I, k — I) heranzieht und mit noch un- 
bekannten Koeffizienten c l9 c 2 , . . ., c 6 unter Ausnutzung der Symmetrie 
ansetzt (bei gleichen Maschenweiten h — l): 

B — C l Z ik 4 ^2 ( z i + l, k 4* z i->\,k 4 \k + 1 4 z i f ft-i) 

4 <*(** + !, * + l 4 1 M 

-f c 4 A z ik -f c 5 (A z i+1 k 4 ^ z i-i,k + 4 ^ z i,k- 1) 

4 c 6 0dz i+l jm + • 4 • 4 • )• 

Bei TAYLOR-Entwicklung findet man, daB man aile Glieder bis zu den 
partiellen Ableitungen 5 - Ordnung einschlieBlich zum Verschwinden bringen 
kann, wobei nicht nur ein gemeinsamer Faktor bei den c t , sondern noch eine 
weitere Freiheit bleibt. Man kann z. B. c 6 = 0 setzen und erhalt dann 

c x = — 5c 2 — — 20c 3 = 42 c 4 — p 


(I9 ,:t 5) 
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oder noch einmal ausführlich angeschrieben 

[ 4 0z i,* - 8( z <+1 , t + *,•_!,* + z i, t+1 + 

(19-16) ] --2(2 i+ i, i+ i + ---)+8/ t 2 j2 iii + A ,! (j2 i+1 , t + ---) 


I j = Restglied 6. Ordnung. 

Man veranschaulicht sich derartige Formeln bequem durch „ Sterne", bei 
denen man die Zahlenkoeffizienten von Z { k und (etwa kursiv geschrieben) 
die von AZ { k eintràgt: 

— 2 — 8 — 2 


Denkt man sich für jeden inneren Gitterpunkt die Gleichung (19*16) mit Z 
statt z unter Fortlassen des Restgliedes angeschrieben und Az nach der 
Differentialgleichung (19*14) ersetzt, so erhalt man Gleichungen für die 

Z ik und die Naherungswerte Zfa 0) und Zf^ l) für j §^~) ik und {dy)k‘ ^ Ü1 
diese kann man die Formeln aus Tafel VIII für gewohnliche Ableitungen 
heranziehen, also z. B. für die y-Richtung: 

+ 4^> + Z^lr) = o , 

und hat dann noch so viele Randbedingungen anzuschreiben, dafi man 
ebenso viele Gleichungen wie Unbekannte erhalt. 

19*5. Beispiele: Membranschwingungen. Beispiel I: Eingespannte 
Membran von der Gestalt eines rechtwinklig 

^ / gleichschenkligen Dreiecks. 

-t -I p — r — r— 7 Die Differentialgleichung lautet — Az 

a b / = Âz, und als Randbedingung hat man z — 0 

— -7 Q 

/ am Rande eines gleichschenklig rechtwink- 

c o / 

^ 7 -pr-—±b ligen Dreiecks mit der Kathete l = I 

o£ _\ c (Abb. 19*5). Dieses Beispiel ist mit den ge- 

^ wohnlichen Differenzenquotienten und mit fi- 

niten Ausdrücken behandelt bei G. ScilULZ 1 ) . 
Abb. 19*5. Membran von der Die Ergebnisse sind in der Tafel X mit an- 
Gestalt eines gleichschenkligen gegeben. Hier sei daher das Verfahren von 

Dreiecks. , . . , 

19*4 beschneben. 


G. Schulz, Formelsammlung zur praktischen Mathematik, Sammlung Gô- 
schen, Berlin und Leipzig 1937, S. 139 — 141. 
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Bei der Maschenweite h — (Abb. 19*5) sind drei innere Punkte vorhanden. Die 

4 

Funktionswerte nennen wir dort o, 6, c. Bei Aufstellung der Differenzengleichungen 
(19-16) treten auch Punkte auBerhalb des Dreiecks auf. Da auf dem Rande 2 = 0, 
also auch Az — o ist und auf der Hypoténuse (Verwendung. eines Æ-rç-Achsen- 
systems wie in der Abbildung) z ^ = o mithin auch z m = o ist, setzen wir 2 als un- 
gerade Funktion fort und verwenden als Funktionswerte — c und — 6. Nun kônnen 
die Differenzengleichungen (19-16) ohne weiteres angeschrieben werden, man er- 
hàlt z. B. als erste Gleichung für den Punkt a: 

40a — 86 — 8c 4- 86 2 • ( — A • a) -f h*( — Ab — /le) = o'. 


Insgesamt hat man die Gleichungen 
40a — 86 — 8c — 
426 — Sa — 2 c — 

42c — 8a — 26 — 
Die Ausrechnung ergibt 


Aa 

Ab 

2 

16 

Ab 

Aa 

2 

“ ïëT 

Ac 

Aa 

2 

16 


Ac 

~~ T6 ~ ° 


4 , = 88 


Bei der Gleichung — A z = Xz kann man noch eine andere Gleichung auf- 
stellen, die den gleichen Annaherungsgrad wie (19*16) besitzt, aber für die 
numerische Rechnung viel angenehmer ist. Man kann namlich die in (19*15) 
noch bestehende Freiheit bei den Konstanten c Q dazu benutzen, um die 
Verhaltnisse r 2 : c 3 und c 5 : c 6 einander gleichzumachen ; dann ergibt sich 
der Ausdruck 


(19*17) 


B' ~2oZ i k — 4(Z i+1 k +Zi_ lth + Z itk+l +Z i k _ x ) 

^ — i — h*) 

+ ~ 4 | 4 (^^<+i,fc + + AZ iJt+1 + AZ ik _ l ) 

+ ( /iz i + i,k+i +• + * + •)}] = Restglied 6. Ordnung. 


Bei Fortlassen des Restgliedes und Einsetzen von AZ i k = — A Z i k nimmt 
diese Gleichung mit 

A — I2 ( 2 °~~ y ) 
h 2 ( 52 -f v) 

die Gestalt an 


(19*18) 


I vZ i,k = 4 (^i 


'i+i,k + Z i 
+ ( Z i 


l,Jfc “T ^i,k + l "i" Z i,k- 1) 


-Zil 


n,*+i -f Z iJrlk _ 1 -\~ Z i-i ,fc+l 


die auBer den niedrigeren Koeffizienten gegenüber (19*16) den Vorteil hat, 
daB die Zahl v nur beim Gliede Z i k auftritt. 



Tafel X. Ergebnisse des Differenzenverfahrens fiir die Dreiecks-Membran von 19*5. 
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Bei der Maschenweite h = --(Abb. 19*5) und der Bezeichnung der Funktions- 
4 

werte mit a, b, c wie oben erhàlt man nach (19-18) die Gleichungen 
va — 46 -f- 4c, 
vb = 4a + c — b, 
vc — 4a -\-b — c 

und daraus v 2 — — 2;v l z — A 4 ]/ 2 . 

Die Tafel X gibt eine Gegenüberstellung der nach den verschiedenen 
Verfahren erhaltenen Naherungswerte. 

Beispiel II: Eingespannte Membran 
von der Gestalt eines Rhombus mit einem 

Offnungswinkel y (Abb. 19-6). 

Hier empfiehlt es sich, nicht reehteckige 
Netze von Gitterpunkten, sondern Netze 
von regelmaBigen Sechsecken oder Drei- Abb. 19*6. Rhombusmcmbran. 
ecken zu verwenden. 

Die Kantenlange des Rhombns sei A ; wir haben wieder die Differential- 
gleichung 



und die Randbedingung z — O ani Rhombusrande. 

In einem Sechsecksnetz erhâlt man bei einer Bezeichnungsweise der 


Funktionswerte mit z 0 , z lf z 2 , z 3 wie in Abb. 19*7 
bei TAYLOR-Entwicklung 

« 1 3^ 2 A . & A 3 

h + z 2 + % — 3 -0 = ; Az 0 +- -- m 3 , 

4 â 

wobei |#| <^ I ist und m 3 den Maxim albetrag 
der dritten partiellen Ableitungen von z auf den 
drei Strecken vom Punkte 0 zu den Punkten 
I, 2, 3 bedeutet (h = Sechsecksseitenlànge) . 
Bei der Bifferentialgleichung Az — — Àz 

lautet also mit A = 4 die Differenzen- 

3 h 2 

gleichung 

(19-19) Z x + Z 2 + £3 = vZ 0 . 

Man kann auch bei grofierer Anzahl innerer 



Abb. 19-7. Sechsecksnetz. 


Gitterpunkte das Differenzen verfahren noch mit 


ertrâglichem Rechenaufwand durchführen, besonders wenn man Symme- 


trien ausnutzen kann 1 ). 


x ) Man kann „Symmetrische Ansàtze“ und ,.Antimetrische Ansatze“ mit we- 
sentlich verringerten Anzahlen der Unbekannten machen, vgl. L. Collatz, Z. angew. 
Math. Mech. 14 (1934) 316. 



294 


6. Das Differenzenverfahren. 


Tafel XI. Ergebnisse des Differenzenverfahrens 


Sechsecksuetze, parallel den Rhombusselten 


Gitter 

<£> 

<$> 

>#> 


Oj 

lO 

Anzahl der lnneren Gitterpunkte 

2 

6 

10 

x6 

24 

32 

Mas clie nweite 

h -—A 

3 , 

h — ~ A \ 

4 ' 

h-±A 

.... 5 j 


Jdtj 

/"ïï 7 

Symmetrïe 1 1 . 

bezügllch *i A 

p AA* 

v AA* 

v AA* 

v AA* 

v AA* 

v A A s 
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fûr die Rhombus-Membran von 19-5. 






296 


6. Das pifferenzenverfahren. 


Tafel XI zeigt die Ergebnisse der mit verschiedenen Maschenweiten und ver- 
schiedenen Lagen der Sechsecksnetze durchgeführten Differenzenverfahren. Be- 
zeichnet man die Rhombusdiagonalen mit 0 lt G 2 (Abb. 19-6), so sind aile Eigen- 
funktionen zu G x symmetrisch oder antimetrisch, ebenso bezüglich G 2 , abgesehen von 
den zu mehrfachen Eigenwferten gehôrigen, bei denen man durch Linearkombination 

unsymmetrische Schwingungsformen erzeugen 
kann, z. B. ist die Schwingungsform in Abb. 19-8, 
wo die Knotenlinien eingezeichnet sind, zu G z 

weder symmetrisch noch antimetrisch. Die zu G x 

antimetrischen Schwingungsformen sind zugleich 
Eigenschwingungen des gleichseitigen Dreiecks 
1 Gj der Seitenlànge A ; diese lassen sich in geschlos- 

sener Form angeben 1 ) und gehôren zu den Eigen- 
Abb. 19-8. Zu den Symme* werten 
trien der Schwingungsformen. 

wo fi, q beliebige positive ganzc Zahlen sind. 

So lassen sich durch Feststellen der Schwingungsformen die Differenzeneigen- 
werte bestimmten Schwingungsformen zuordnen, und man kann aussagen: Eine 
herausgegriffene Differenzeneigenlôsung ist Nâherung für eine ganz bestimmte 
Eigenlôsung des Differentialgleichungsproblems. 

Bei Betrachten der Tabelle XI fallen insbesondere die beiden Tatsachen bei 
unserem Beispiel auf: 

1. Bei n inneren Gitterpunkten sind die erhaltenen Nâherungen . . ., 

Aff keineswegs Nâherungen für die ersten n EigenWerte A 1? A 2 , . . ., A w , sondern 
für gewisse n Eigenwerte A^, A* s , . . ., A* n . Sogar die Reihenfolge kann .bei den 
Nàherungs werten eine andere sein als bei den exakten Eigenwerten (z. B. bei dem 

Sechsecksnetz mit h — 1 A die Nâherungen 143,4 und I 33»3 für den siebpnten 

und achten Eigenwert). Bei den hôheren Eigenwerten besteht daher eine Unsicher- 
heit in der Reihenfolge, die nur durch genauere Rechnungen, insbesondere mit 
kleineren Maschenweiten, behoben werden kônnte. 

2. Die Konvergenz der Differenzeigenwerte A f 1 * gegen A* bei waehsendem n ist 
keineswegs monoton, wie man bereits beim ersten Eigenwert A x feststellt. Dabei sind 

die Sechsecksnetze nicht willkürlich, sondern ganz 




gesetzmaBig in den Rhombus gelegt, derart, daû 
die Endpunkte der làngeren Rhombusdiagonale 
Mittelpunkte von Sechsecken sind. 

An Stelle von Sechsecksnetzen kann man 
auch Dreiecksneize verwenden; wir bezeich- 
nen die Funktionswerte mit z 0 , z x , . . . , z 6 wie 
in Abb. 19-9. TAYLOR-Entwieklung liefert 

( z 1 + z 2 + z 3 + Z 4 ~i' z 5 + Z 6 6z 0 ) 


Abb. 19-9. Dreiecksnetz. 


= ~ Az 0 +& $ h* m 4 


1 ) F. Pockels, Über die partielle Differentialgleichung A u -f- k 2 u — o, Leipzig 
1891, S. 148—155. 
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mit I# | 1 ; m x ist Maximalbetrag der vierten partiellen Ableitungen von z 

auf den sechs Strecken der Lange h vom Punkte o zu den Punkten 
1,2, . . 6. Bezeichnet man die Nâherungswerte mit A*, ersetzt also Az 0 


durch — A*z 0 , so lauten die Differenzengleichungen mit A* ■ 
+ + + ^6~ VZ 0 . 


2(6 - V) 

3 ** 


Man kann bei den Dreiecksnetzen auch ein genaueres Verfahren ver- 
wenden : 

Das in 19*4 beschriebene verbesserte Differenzen verfahren geht aus von 
der TAYLOK-Entwicldung 

z i — 6z 0 — — | JJ A z. t -f- iSA z 0 j — Restglied 6. Ordnung. 

Bezeichnet man jetzt die Nâherungswerte mit A**, ersetzt also Az i durch 
— A**Z t , so nehmen die Differenzengleichungen mit A ** — ^ , v die 

Gestalt an: 


6 

(19-20) J/ = o* 

i = 1 

Die Differenzengleichungen und darnit die Werte v und die Differenzen- 
eigenfunktionen sind also hier beim verbesserten V T erfahren genau dieselben 
wie beim gewohnlichen Differenzen verfahren, nur die Nâherungswerte A* 
und A** fallen verschieden aus, und zwar ist fur \v\ <6 (bei der Rand- 
bedingung z — o folgt 1 1»| <6 aus bekannten Abschatzungen liber die eha- 

rakteristischen Zahlen von Matrizen 1 )) weeen - 0 lf ’ > ” : 

’ 0 18 -f- v 3 

4** ^ j* 


19*0. Vennischte Übungsaufgaben zum sechsten Kapitel. 1 . Man bereolme 
Eigenwerte und Eigenfunktionen von 

— y" = A(i + x*)y, 

y(— 1) = y( 1) =0» 

angenühert nach dem gewôhnlichen Differenzen verfahren. 

Rechnung mit der Maschenweite h — * . Man maeht zunaehst einen syininc- 
trischen Ansatz Y (ih) = Y( — ih) und erhàlt für A =•= 81 /t die Gieichung 
I — 2 4 - 2 o j 

1 —2 + 10 fi i i = nyo/* 3 — 674g 2 -f 93/^ — 2 # o 

! o 1 —2 + 13^1 


x ) v ist dann charakteristische Zahl einer Matrix, bei der nach (19*20) in jeder 
Zeile nur Nullen und eine Anzahl Einsen stehen, und zwar 6 Einsen, wenn aile 
Nachbarpunkte zu dem betrachteten Gitterpunkt innere Gitterpunkte sind, andern- 
falls weniger als 6 Einsen. Daraus folgt |i>|<i6 nach einem Satz der Algebra, 
H. Wittmeyeb, Z. angew. Math. Mech. 16 (1936) 291, Gl. (3). 
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mit 

Ay = 2,1290; A z = 13,9; As = 30,6. 

Ein antimetrischer Ansatz: Y(ih) = — Y ( — ih ) liefert 

I — 2 + IO (JL 1 

I 1 —2 + 13^ 

A 2 = 6,98; /l 4 = 2i,6. 

Abb. 19-10 zeigt die zugehôrigen ersten fünf Differenzeneigenlôsungen 


oder A — (23 ± ]/ 139) 



Abb. 19-10. Die ersten fünf Differenzen-Eigenlôsungcn zu Aufgabe 1 aus 19*6. 

2. Man vergleiche die nach dem Verfahren hôherer Annâherung in 18-2 (nach 
Eormel (18-2)) berechneten Nâherangswerte A für 

— y " = *y; y{°) = y'( i) = o 

mit den exakten Werten. 

x 3 

Rechnung mit der Maschenweite h — — Mit — - A — 30 = 2 fi erhâlt man 

4 4 

4 [A — 102 8/i 2 — 1024/i -f 32257 = o . 
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1 A 

Exakter Wert 

Fehler von A 

— 14.0750 

2,4667 

/•i = 1 n 2 . — 2,46740 

— 0,026% 

— 6,8300 

21,787 

«s 1 

. ON 

li 

-r 

i 

oc 

5.4158 

! 54.44 

h = 25 K 

~ 12% 

15,489 

81,30 ) 

h ~ 49/-i 

- 33 % 


3. Man berechne den ersten Eigenwert }. x von 

— y" - ?.xy: y (o) = y( 1) = 0 

nach dem gewôhnlichen Differenzenverfahren des § 17, naeh dem Verfahren hôherer 
Annàherung (Formel (18 2)) und nach dem Verfahren von 18-4 (Benutzung der 
Formel (18-10)). 

Ergebnis: Die Nàherungswerte für den Eigenwert ?. x — 18,9563 sind: 


Maschen- 

Gewôhnliches Diffe- 





renzenverfahren 

Verfahren nach (18-2) 

Verfahren nach 18 4 

weite 

nach § 17 






A 

i Fehler 

A 

Fehler 

Ay 

Fehler 

1 

2 

16 

! 

! -16% 

18,67 

-1.5% 

19.2 

) 

4- i,3% 

1 

3 

Ï7,Ï2 

— 9,6% 

18,703 

— 1.3% 

18,890 

i 

— 0,35% 

1 

4 

17,871 

— 5.7% 

18,858 

—0.52% ' 

1 18,9288 

i —0.15% 

T 

5 

18,251 

— 3-7% 

18,9129 

— 0.23% 



1 

6 

18,463 

- 2,6% 






4. Man lôse die Differenzengleichungen des § 17 und des Verfahrens hôherer An- 
nàherung von 18-2 für das bereits in Aufgabe 6 von 14-6 behandelte Problem 

y 1Y = — Xy"; y(± 1) = y"(± i) = o 

für beliebige Schrittzahl n in geschlossener Form und vergleiche sie mit der exakten 
Lôsung. Es sollen nur die zu x — o svmmetrischen Lôsungen untersucht werden. 

2 

Ergebnis: Bei der Maschenweite h = lassen sich Lôsungen der gewôhnlichen 

n 

Differenzengleichungen 

2 - A * Y i-i (» ^ 1, 2, . . n — 1) 

mit den Randbedingungen 

Y 0 =Y n = o; F_j - Y x ; Y n _ x = F„ +l 

in geschlossener Form angeben: 

(•-* r-ii 


Y{ ~ 1 — cos kn ih 
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Dabei ist 7 0 , Y x , . . . von der linken Randstelle x — — i aus gezâhlt (Abb. ig-n), 
und k — i bedeutet die erste, k = 2 die zweite Differenzeneigenlôsung usf. bis 



Abb. 19*11. Das Differenzenverfahren liefert die Gestalt der Eigenfunktionen von 
y 1 v “ — ?.y", </(± 1) - y"(±. 1) — O fehlerfrei. 


Die Werte Y ^ stimmen überein mit denen, die eine exakte Eigenfunktion 


Vk( x ) — ( — i) i-1 -f cos knx ( k ~ 1,2,.. .) 

an den Stellen X{ — — 1 ih = — i-|- -- annimmt. Das Differenzenverfahren 

liefert also in dieéem Beispiel die Gestalt der Eigenfunktionen ohne Eehler. Dagegen 
zeigen die Differenzeneigenwerte 


4 n> - 


9 ( 2 k 7 t\ 

n 1 1 1 — cos — I 


von den exakten Eigenwerten X k == k 2 n 2 Abweichungen 

.(n) - k*n*h 2 , , _ 

A\ — Ajc = + hôhere Potenzen von h 2 , 

die also mit h quadratisch gegen Null gehen. 

Bei Benutzung von finiten Ausdrücken nach 18*2, 18*3 lauten die Differenzen- 
gleichungen 

l (,i‘ y,.. - l J'i-s) - • l y,_ 3 ) 

mit den Randbedingungen 

— Y n — o; Y l — Y_ x ; 7 2 7 _ 2 ; 7 n _ T = 7 W+1 ; 7 n _ 2 — E n+a . 

Die Differenzeneigenlôsungen sind genau dieselben wie oben beim gewôhnlichen 
Differenzenverfahren, aber die Differenzeneigenwerte 

- 1 + 1 

An) $ O . 

A * - mit £ = 2(r — cos knh) 

1 + ~A 


konvergieren jetzt stârker gegen die exakten Eigenwerte A*, ihre Abweichungen 

A ^ — A* = j2o + hohere Potenzen von h 2 

gehen mit der vierten Potenz von h gegen Null. 

5. Von allen am Rande eingespannten Membranen gleicher Dicke, gleicher 
Dichte, gleicher Spannung und gleich groBer Oberflàche hat die kreisfôrmige Mem- 
bran den tiefsten Grundton, aber es gibt unter diesen Membranen keine mit dem 
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hôchsten Grundton. Bei dem entsprechenden finiten Pro- 

blem hat dagegen die Frage nach dem hôchsten Grund- 
ton eine einfache Antwort. 

(5 sei in einem quadratischen Netz ((19-1) mit F 

h — l — 1) ein endlicher einfach zusammenhàngender 

Gitterbereich, begrenzt von einem Randpolygon das 

sich aus Gittergeradenstücken (Verbindungsgeraden be- 

nachbarter Gitterpunkte) zusammensetzt. Die Gitter- — L— — J 

punkte von (5 werden eingeteilt in die auf r liegenden Abb. 19*12. Zur Frage 
Randpunkte und in die nicht auf jT liegenden inneren nach dem einfachen Zu- 
Gitterpunkte. Weiter werde vorausgesetzt, daB auch die sammenhang des Be- 
inneren Gitterpunkte einen einfach zusammenhàngenden reichs der inneren 
Gitterbereich bilden; dadurch werden Bereiche wie in Gitterpunkte. 

Abb. 19-12 ausgeschlossen. Nun werden aile Bereiche, 

die den genannten Voraussetzungen genügen und eine feste Anzahl N von inneren 
Gitterpunkten haben, verglichen und für jeden Bereich das Differenzeneigenwert- 
problem nach (19-5) 

<19-21) vZi k — (4 ~ Ah 2 ) Zi k — Summe der vier Nachbarwerte von Z itJc 

in inneren Punkten (i, k) 
Z 1 k — o in Randpunkten (i, k) 

gebildet. Zu jedem Gitterbereich (b gehôrt dann ein ganz bestimmtes ,,Spektrum“, 
d. h. eine Anzahl von Differenzeneigenwerten und insbesondere ein kleinster 
Eigenwert A x ^). Man beweise, daB /l 1( ©) am grôBten ausfàllt, wenn der Gitter- 
bereich gestreckt ist, wenn also jeder innere 
Gitterpunkt hôchstens zwei andere innere T“] 

Gitterpunkte zu Nachbarn hat; Abb. 19-13 — — n 

zeigt für N = 5 diese „gestreckte Form“ — — ü — — — 

in zwei Ausführungsarten, die natürlich — — 

dasselbc Spektrum haben. Abb. 19*13. Gitterbereich in „ge- 

Der Beweis làBt sich mit Hilfe der streckter Form“ mit grôBtem A. 
Minimaleigenschaften von/l^©) erbringen. 

Die Gitterpunkte von <5 werden in irgendeiner Reihenfolge mit P x , P 2 , . . . be- 
zeichnet. Ist w eine in den Randpunkten verschwindende und in den inneren 
Gitterpunkten irgendwelche reellen Werte annehmende Gitterfunktion, und setzt 
man w{P{) = w»» 80 

E ( W i ~ W k ) 2 

Pi P k benachbart 





r 












Abb. 19*13. Gitterbereich in „ge- 
streckter Form“ mit grôBtem A. 


Das Gleichheitszeichen steht, wenn u\ Werte der 
ersten Differenzeneigenfunktion sind. 

Tafel XII gibt die Differenzeneigen werte für 
Gitterbereiche bis zu N — 6 inneren Gitterpunkten, 
geordnet nach der GrôBe des kleinsten Eigenwertes. 

Entsprechend kann man für einen beliebigen 
,-,Graphen“ (Abb. 19*14) d* 8 „Spektrum‘ i der Eigen- 
werte aufstellen, indem man die Knoten von 1 bis N 
durchnûmeriert, Funktionswerte in den Knoten mit 


Abb. 19*14. Zum „Spek- 
trum“ eines Graphen. 
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6. Dos Differenzenverfahren. 


Z l , Z a , Z y bezeichnet und für jeden Knoten eine Gleichung 

(19*23) vZi = Summe der Z-Werte in den benachbarten Knoten 

( i =1,2,.. N) 

aufstellt. Die Déterminante dieses homogenen Gleichungssystems für die Z *, gleich 
Nullgeeôtzt, stellt eine algebraische Gleichung N~ten Grades dar für die Zahlen v , 
die das Spektrum bilden. 

6. Man. stelle für das in 18-4 beschriebene Differenzenverfahren des Heran- 
ziehens der Differentialgleichung an mehreren Punkten Ausdrücke der Form (18*9) 
für üine beliebige (k-.te) Ableitung auf, wobei man von den Oi_ p , . . Oi +p die 

[ Je -j— il Je 4c -I— 1 

— - — I (d. h. p = — für ge rades k und p — — - — für unge- 

Tades k) und von den A v die Werte A^ 19 A { , A i+1 verwendet. 

Ergebnis: Für gerades k erhâlt man bei TAYLOK-Entwicklung 

A* y _ * — 2^ yW 4 - ~ Cjg h ky 4 y( k +*) -j. hôhereAbleitungen 

und für ungerades k 

# (*_!±i + »_*-») - — » (y® + (f* 3 - *) y® + </®) = c t a 1+< 3,<*+<> 

+ hôhere Ableitungen, 

wobei C k einç Konstante ist. 

7. Man vergleiche für das Eigenwertproblem 

— (ï hh'«) ^ ly; 

zwei Arten des gewôhnlichen Differenzenverfahrens miteinander, indem man ein- 
mal ausdifferenziert und die Ableitungen y', y" nach (17-1) (17-2) ersetzt, also 

mit p(x ) — pi — p{Xi), pi — p'(xi) — — 1 - die Gleichungen 

! + * (1 + 


(19-24) 


Pi 


y*+i - 


-*yi + yi- 1 , ,yi+i — Vi-i , . 

+ Pi ~~ï h A Vi = ° 


h* ™ Yh 

verwendet, und das andere Ma] nach (17-8) die Gleichungen 

G9-25) p i L 1 y i+1 — (p i+ 1 + Pi_ x \ vi - \-Pi_L yi~ 1 + Ah2 yi = 0 

benutzt. Man erhàlt in diesem Bêispiel nach (19-25) etwas bessere Werte: 


Maschen- 

Rechnung nach 

Fehler 

Rechnung nach 

Fehler 

weite h — 

(19-24) 

(19. 

25) 

1 

2 

^ ( , 2> = 5.333 

— 21% 

.. 

AW == 

5»486 

— 19 % 

1 

A [ 3) = 6,075 

— 1°% 

/1< 8 > = 

6,150 

~ 9% 

3 

4.0) — 18,23 

-32% 

4 3 ) = 

i 8.47 

~3i% 


410) — 6,371 

- 6% 

/1< 4 > « 

6.415 

- 5% 

I 

4 

A [ 4) — 21,35 

— 20% 

/!<*> = 

21,50 

-19% 


ylG) 3= 37,50 

— 37% 

4< 4 > =-. 

37.8 i 

— 37% 
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7. Kapitel. 

Verschiedene andere Verfahren. 

§ 20. Stôrungsrechnung. 

Die Méthode der Stôrungsrechnung lâfit sich oft mit gutem Erfolg an- 
wenden, wenn nian zu dem zu losenden Eigenwertproblem ein selbst- 
adjungiertes ,,benachbartes‘‘ Problem, d. h. ein Problem mit wertemàBig 
wenig abgeanderten Koeffizienten in der Differentialgleichung und mit den- 
selben Randbedingungen, angeben kann, dessen Lôsung man kennt. 

20*1. Beschreibung des Verfahrens. Das vorgelegte Eigenwertproblem 
laute 

( 20 - 1 ) M[y\=XN[y] 

mit den Randbedingungen 

(20*2) U M [y ]=o (/« = 1,2, 

Wir beschreiben die Méthode der Einfachheit halber für den Fall einer 
unabhangigen Veranderlichen x, sie gilt genau so für partielle Differential- 
gleichungen und mehrere unabhàngige Veranderliche, man hat dann jeweils 
die Intégrale über das gesamte Grundgebiet zu erstrecken. 

Von einem anderen Eigenwertproblem, 

(20-3) M*\y]=X*N*\y], 

(20-2) U M fy] = O , 

das dieselben Randbedingungen wie das Ausgangsproblem hat, dessen Diffe- 
rentialgleichung (203) wertmaBig etwas andere Koeffizienten wie (20-1) hat, 
sei die n- te Eigenfunktion, die wir y* — y n 0 nennen, bekannt; sie gehore 
zum Eigenwert ?* = k n 0 . Das Problem mit der bekannten Losung y n 0 
heiBt dann das ,,ungestôrte“ Problem und das zu losende Problem (2Q*I), 
(20-2) das „gestôrte“ Problem mit den Stôrungsgliedern 

| M[y} = M[y]-M*[y], 

{ 4) l N[y] = N[y]- N*[y). 

Von dem ungestôrten Problem (20-3), (20*2) setzen wir voraus, daB es selbst- 
adjungiert sei, daB also die Gleichungen (4-9) erfüllt sind und daB für seine 
Eigenfunktionen y n 0 

b 

f yn,o N *\y».o\ dx >° 

a 

sei; das gestôrte Problem dagegen braucht für die hier durchzuführenden 
Untersuchungen nicht selbstadjungiert zu sein. 
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Nun wird der , , Storungsparameter“ e eingeführt und die einparametrige 
Schar von Éigenwertproblemen gebildet: 

rÆf*ry] + £ J M[y]=A{^*tÿ] + e^[v]} 

(2 °' 5) \ UJy]^ o (u — 1, 2, . . k) . 

Dann entspricht e — O dem ungestôrten und e — I dem zu lôsenden ge- 
stôrten Problem (2Q-I), (20*2). 

Die n- te Eigenfunktion y n des neuen Problems ( 20 * 5 ), (20*2) wird in ihrer 
Abhângigkeit von e betrachtet. Wir machen nun die im allgemeinen schwer 
beweisbare Voraussetzung, daB sich der n - te Eigenwert X n und die n - te 
Eigenfunktion y n in Potenzreihen nach Potenzen von e entwickeln lassen 1 ) 
und daB diese Potenzreihen noch für e = I konvergieren und daB M[y n ] 
und N[y n ] durch gliedweises Differenzieren gebildet werden kônnen: 

(20-6) y„ = ÿ,,« + îj,.i + £Î >..!T'" ; + + H — • 

Hierbei wird l n 0 als einfacher Eigenwert des ungestôrten Problems Voraus- 
gesetzt, der Fall eines mehrfachen Eigenwertes wdrd in 202 besprochen. 

Geht man mit dem Ansatz (20-6) in (20-5) hinein, so folgt 

]Je'‘M* \y n y }+ £ {y „ 


i) Für weitreichende Fâlle hat F. Rellich die Môglichkeit der Entwicklung 
von A n und y n in Potenzreihen nach Potenzen von e bewiesen, das Konvergenz- 
gebiet und sogar den Fehler bei Abbrechen nach dem &-ten Gliede in (20-6) abge- 
schatzt, auch für den Fall mehrfacher Eigenwerte, Mkth. Ann. 113 (1937) boo; 116 
( I 939) 555 î 1 1 7 ( I * 94°) 35 6 - Als Beispiel für seine Abschâtzungen sei angegeben (Math. 

Ann. 117 (1940) 361 und 378):’ Vorgelegt sei das Problem 

—ifiy'Y + (/o + « 5 )y = *r> v(°) = = 0 


mit f x stetig differenzierbar, / 0 , s stetig, f x > o, 8(x) S in o x l . 

Für das ungestôrte Problem (für e = o) sei d n so gewâhlt, daB im Intervall 
K,o d n < A < A n> 0 -f d n aufier A n>0 kein weiterer Eigenwert enthalten ist. Dann 

konvergieren die Rçihen (20-6) für |e| < ~ ^ und es gelten (bei geeigneter Normie- 
rung der Eigen- und Nàherungsfunktionen) die Abschâtzungen für k — o, 1, 2, 


y ti- 


ic 

-Z? y», 


1 h6eSy+i 

T VIT ! 1 


A n Z 


d n /i6e$\*+i 

ÏIM 


Hier werden also auBer den Eigenwerten auch die Eigenfunktionen in Schranken 
eingeschlossen. 



Beschreibung des Verfahrens. 


307 


Bei formalem Ausmultiplizieren der Reihen und Ordnen nach Potenzen von e 
erhàlt man durch Gleichsetzen der Koeffizienten 

(207) [von e°: M* [y B 0 ] = K,o N * 

(20-8) {von s: M* \y n ,] + M [?„,„] = *,,. 1 ^* Lÿ„,ül + K,,o( N *ly„. il 

+ iV[j/ 11>0 |) 

j von e': M* \y n „] -f M 1 1 = K ,„#* [ÿ„, 0 I 

(2 °‘ 9) I 

I e=i 

Die erste Gleichung (207) stimmt mit (20-3) überein und ist von selbst er- 
füllt. Wegen der vorausgesetzten Selbstadjungiertheit des ungestorten Pro- 
blems kann man die Unbekannten A n l5 y n l , À n> 2 , y n 2i . . . auf folgende 
Weise nacheinander bestimmen 1 ). Multipliziert man (20-8) mit y n 0 und inte- 
griert über das Grundgebiet, so ist nach (4-9) unter Benutzung von (207) 

(yn,o(M*ty«,iî— K,o N *iVn,\ 1) <** = /&,,, 0 N*ly„ 0 l)dæ=O 

a ’ « 

und man erhalt fiir A n>1 den Wert 


J y tl>0 {M[y tu0 ] — Â n>0 À f [^, 0 ]) dx 


( 20 . 10 ) 


J Vn, o N* [y, tf 0 J dx 


Entsprechend berechnet man aus (20-9) für v — 2 durch Multiplikation mit 
y Q und Intégration über das Grundgebiet 

J y„, 0 (S [y n ,\] — K. 1 * l y h , ol - K, « N* L y.,. il-V 0 $ [y n , G) <** 

(20*11) = - 6 - 

/ y, i,o N* [y n> o\dx 


Der Rechengang ist also folgender : y n 0 und 0 sind bekannt. Dann 
rechnet man X n x nach (20* 10) aus, wozu (auBer Differentiationen und ele- 
mentaren Operationen) nur Quadraturen notig sind. Mit dem so berech- 
neten À n l findet man y n l durch Lôsung eines Randwertproblems : y n l soll 
der Differentialgleichung (20-8), d.h.: 

(20*12) M*[y nl ]—^ n7 QN*[y ntl ]=r(x)=—M[y nQ ]^k nt0 N[y njQ ]+^ ntl N*[y n0 ] 
und den Randbedingungen (20*2) genügen. 

Dieses inhomogene Randwertproblem hat eine Losung; denn das zu- 
gehôrige homogène Problem ist das ungestôrte Eigenwertproblem (20*3)> 

i) Vgl. R. C urant-D. Hilbert, Methoden der math. Physik, Bd. I, 2. Aufl., 
Berlin (1931), S. 296—300. 
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(20-2), und das inhomogene Problem ist nach (5-36) lôsbar, wenn die rechte 
Seite r(x) orthogonal zur Eigenfunktion y n 0 ist: 

b 

(20-13) fr(x) y n 0 (x)dx=O; 

a 

es ist aber X n x durch (20-10) gerade so ermittelt wcrden, daB diese Bedin- 
gung erfüllt ist. y n t ist durch das Randwertproblem nicht eindeutig, son- 
dern nur bis auf ein additiv hinzutretendes Vielfaches von 0 bestimmt, wir 
konnen aber dieses Zusatzglied bei y n:1 fortlassen und in der Entwicklung 
(20-6) zu dem Gliede mit y n 0 hinzugeschlagen denken. Hat man y n l er- 
mittelt, so erfordert die Berechnung von X n2 nach (20-II) wieder nur 
Quadraturen, dagegen muB man zur Bestimmung von y n 2 abermals ein 
Randwertproblem lôsen: y n 2 muB der Differentialgleichung (20-9) für 
v — 2 und den Randbedingungen (20-2) genügen; auch dieses Randwert- 
problem ist lôsbar, da die (20-13) entsprechende Vertraglichkeitsbedingung 
erfüllt ist. Entsprechend geht es mit den weiteren X fl i , y n man kann 
leicht noch die Formeln für A w 3 , . . . anschreiben 1 ), oft wird man sich jedoch 
mit X 1 nach (20-10) begnügen, weil man dazu noch ohne Losung von Rand- 
wertproblemen auskommt. Man verwendet dann als verbesserten Nahe- 
rungswert für das Eigenwertproblem (20-1 ), (20-2) (d. h. also für e — I) 

X n ^ X n 0 -f- X n j . 

20*2. Mehrfache Eigenwerte. Es sei jetzt X Ht0 ein mehrfacher, etwa 
a-facher Eigenwert des ungestôrten Problems (20-3), (20-2); es gibt zu ihm 
a Lôsungen y tt 0 , y tH , 0 , . . y n + a _ i 0 , die wir als zueinander im verall- 
gemeinerten Sinne orthogonal annehmen konnen (vgl. 5'9)* Hurch diese 
Forderung ist das System y t( 0 , . . y n l a _ 10 noch keineswegs, auch nicht 
bis auf konstante Faktoren, festgelegt, urfd es wird sich zeigen, daB noch 
weitere Bedingungen hinzukommen. 

Die auffalligste Erscheinung bei der Stôrung mehrfacher Eigenwerte ist 
die ,,Aufspaltung“, d. h. die Tatsache, daB bei Anbringen einer kleinen 
Stôrung das gestôrte Problem im allgemeinen nicht mehr einen mehrfachen, 
sondern mehrere dicht beieinander liegende einfache Eigenwerte hat. Bei 
dem bereits in 5-9 betrachteten Beispiel (5'29) 

2 l iy +42 / = — Aÿ", 

y (o) = y" (o) = y (71) = y"( 7 i)=o 

ist der kleinste Eigenwert = 5 ein doppelter mit den Eigenfunktionen 
sin x und sin 2 x. Bei dem gestôrten Problem 

y lx + (4 + e )y = — ^y" 


*) W. Meyer zur Capellen, Ann. Physik (5) 8 (1931) 301. 
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mit denselben Randbedingurigen gehort sin x zum Eigenwert 5 -f- f und 
sin 2 x zum Eigenwert 5 -f- -- , der zweifache Eigenwert — 5 ist in zwei 
einfache Eigemverte „aufgespalten*\ 

Der in 20*1 eingeschlagene Weg lüBt sich hier genau so durchführen, nur 
muB jetzt bei der Bestininiiing von y n t ans dem Randwertproblem (20-12), 
(20-2) gefordert werden, daB die rechte Seite r(x) zu allen Eigenfunktionen 
0 , • • ’ Vu **- 1 0 orthogonal ist; dann ist nach 5-9 das Randwertproblem 
lôsbar. Es nui B also gelten 

b 

(20-14) / r(.v)y ll + i 0 (x)dx = o fur i = 0, I a — I 

a 

oder, wenn man 

M[y\ — k„ t0 N f y I — S | y | setzt, 

(20-15) / < 5 |y„.o]ÿ„ 1 i,0 dx = K. 1 1 N * r»».ol2/« : u, dx ■ 

il U 

Das rechtsstehende Intégral ist für i — o von Null versehieden und für 
i = I, 2, . . a — I verschwindet es • wegen (5-33). Folglich nnissen die 
y n .x i 0 die Bedingung erfiillen : 

/ 5 fy*,»ly,+i. «(*)<<* = o für * = 1,2,..., a- x. 

a 

Genau so ergibt sich, wenn man y )t _ x als Funktion von a betrachtet und man 
dieselbe Überlegung mit y n l an Stelle von y n durchführt, als Bedingung zur 
Lôsbarkeit des Randwertprobleins für y a .. - 

b 

(20-16) f S\y„j 1 ,ol2/„- r ;, 0 (- r )^ = 0 fül ' * = 0. 2 - 3. Ot - 1. 

U 

Allgemein liât man 

b 

(20*17 ) J S [ y n 0 ] V n+î,Q^ x ~ ® für i =f= k ; i, k ~ 0, I, 2, . . oc I . 

a 

Hat man die y„ niQ so bestimmt, daB sie auBer den Orthogonalitüts- 
bedingungen (5-33) noch die Forderungen (20-17) erfüllen, so laBt sich der in 
(20-1) beschriebene Weg ohne vveitere Schwierigkeiten beschreiten, insbe- 
sondere erhalt man z. B. 

b 

*» 1 Vu 4 / , o d x 

(20-18) l x = " — — — ■ (i — o, 1, 2, . . a — 1) . 

/ A * [y w + t,o] Vn + i, 0 d x 
a 

DaB es stets ein System von Eigenfunktionen y H+i 0 gibt, welches die 
Forderungen (5-33) und (20-17) erfülît, wird durch einen Satz aus der 
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Algebra sichergetellt. Sind nàmlich u v u 2 , . . ., u a beliebige, voneinander 
linear unabhàngige Eigenfunktionen von (20*3), (20*2), so setzen wir an: 


(20-19) y H+i _ ,,0 = i7 C .>“r (* = 1,2,..., a). 

V - 1 

Dann wird, wenn wir zur Abkürzung setzen : 

= / Ar * [«,]«,<** . s ra = / /S[M r ]tt e (ix , 

« « 

b b 

n i,k = f x * [y» +i -i,o\y* + *-i,o dx - = /‘Sfÿ„ +i -i,o]2'»+i-i,o t?a: ■ 

« a 

bei der Transformation (20*19) 

»,*■■= SW*.*" 


( 20 - 20 ) 




Sik-2c ir c ls s rg . 

r,n-l 


Diese Formeln sind nun zugleich die Transformationsformeln, wenn inan 
zwei quadratische Formen 


Ql=2 S r.M, ">’ d 

r, 1 

durch die Transformation 

( 20 - 21 ) Z r^È C ir X i 

i 1 

in die neuen Formen 


r, s - 1 


$t=E n ik x i x k 

i, k = 1 


und 


i, k 1 


überführt. Die Algebra 1 ) lehrt dann. dafi es eine reelle Transformation (20*21) 
mit niclitverschwindender Déterminante gibt, bei der Q' x und Q 2 nur die 
rein quadratischen Glieder enthalten, bei der also n ik -- s ik 0 ist für 
i d= sofern nur mindestens eine der beiden quadratischen Formen, 
etwa Q v définit ist. Diese Voraussetzung ist bei uns erfüllt, denn es ist 

a 

u ~ 2 J ^ k u k eine Eigenfunktion des ungestôrten Problems und daher 


«1= U*r a Z A = fN* 


Ê Z r U T 


(Ê z ’ u *) dx 


^ 0 


und Q 1 ~0 nur für Z x = Z z — . . . == Z* — O, d. h. Q x ist positiv définit. 


1 )M. Bôcher, Einführung in die hôhere Algebra, S. 187, Leipzig und Berlin 1910. 
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Nach dem Satz aus der Algebra gibt es also Zahlen C ik , mit denen Q 1 
und Q 2 in Formen Q' t , Q 2 mit n ik — è ik = O für i k übergeführt werden, 
und mit diesen Zahlen C ik kann man aus den beliebig gewâhlten Eigen- 
funktionen v k nach (20-19) zu dem System y n 0 , . . y n + a _ 10 iibergehen, das 
in verallgemeinertem Sinne orthogonal ist, (20-17) erfüllt und für das die 
Stôrungsrechnung nach 20-1 durchführbar ist. 

20 * 3 . Zusammenhang mit dem Rayleighschen Prinzip. In 201 hatte sich 
gezeigt, daB nian bei Durchführung der Stôrungsrechnung den ersten 
Schritt, nânilich die Berechnung von X n leicht, nàmlich nach (20-10) durch 
Ausfiihrung zweier Quadraturen. aber jeden weiteren Schritt nur schwer, 
namlich jedesmal durch Lôsung eines Randwertproblerhs, ausführen kann. 
Es ist nun bemerkenswert, daB die bei Àbbrechen mit dem linearen Gliede 
erhaltene Naherung der Stôrungsrechnung 

(20-21) X n PS 0 + A,,.! 

in vielen Fallen mit dem RAYLElGHschen Quotienten (4-25) 

b 

J 2 /k.o M[y ns 0] dx 

(20-22) K = R [y n>0 ] = ^ 

Jy«.o N[y n ,o]dz 
a 

übereinstimmt oder in engem Zusammenhang mit ihm steht. Nach (20-7) 
ist namlich 

b 

J yn,oM*[y n ,o\dx 

; _ « 

A n, 0 — b ’ 

J y», 0 N*lyn,o]dx 

a 

also mit Benutzung von (20-10) 
à 

J Vu, 0 [Vn, 0 J f n , 0 A \y n< 0]} dx 

(20-23) Vo + K,i = “ t 

J y „,« N * [y„, o]<t* 

a 

Durch Vergleich mit dem Ausdruck R[y tli0 \ nach (20-22) erhàlt nian, wenn 
man die Brüche auf gemeinsameri Hauptnenner bringt und (20-4) benutzt: 

(20-24) = 

b b 

J Vn, 0 R[yn, o]d^ J ?/«, 0 {-If [ 2 /«, 0] ^n,oR[yn,o]}dx 

*[yn,ol +- b " b 

J yn,oR*[yn,o]dx J yn, o N[t/ W( ç]dx 

a a 

Spezialfàlle. Oft wird man die Stôrungsrechnung in der Weise an- 
wenden, daB man das vorgelegte Problem (20-1), (20-2) mit einem anderen 
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vergleicht, bei déni nicht zugleich beide Ausdrücke M und N abgeândert 
sind. Hat man in (20-1) das mit X multiplizierte Glied der Differentialglei- 
chnng N = N* belassen und unterscheiden sich mu* M und M*, so ist 
A == 0, und die Formel (20*24) besagt : 


(20-25) K.o + K,i = Rly«.o]- 

Ist y n 0 zugleich Eigenfunktion des gestôrten Probleins, wie die Funkiion 
sin a; bei dem Beispiél am Anfang von 20-2, so ist (20-25) ebenfalls erfiillt, 
und zugleich stimmt X n 0 -f- 1 dann mit dem exakten Eigenwert X n des 

gestôrten Problems überein. 

Hat man dagegen das Glied M = M * beibehalten und nur N abgeiin- 
dert, so folgt aus. (20-10) 


J y n,o N [y n ,o\dx 


; ; ; a _ 

A n, 1 A w. 0 A n,0 fe 


J Vn,oN*[y n ' 0 ]dx 


K, 0 


0 \ 

R[y n ,o\f 


und damit 

(20-2Ô) 


X n ,o H“ Kt 1 ~ R ~ 


(R~ A n , 0 ) 2 


- X n l kleiner als der Ray- 


Ist R positiv, so fâllt der verbesserte Wert X n 0% -f 
LEIGHsche Quotient. R aus und ist nur daim gleich R , wenn X n 0 = R ist. 
In diesem Falle X n 0 = R ist also die Verbesserung X x = 0. Man erkennt 
die bevorzugte Rolle, die der Wert R hier spielt. 

20-4. Beispiel zur Stôrungsrechnung. Knicken schwerer Gestànge. Die 

Bestimmung der Knicklast P für einen beiderseits gelenkig gelagerten, lotrecht 
stehenden Stab der Lange l von konstantem Quersehnitt bei Berücksichtigung des 
Eigengewichtes führt 1 ) auf das Eigenwertproblem 

(20*27) y lv — «(«/)'= — Xy", 

y (o) = y" (o) = y {l) = y" (l) = o . 


Ist a die Biegesteifigkeit des Stabes, so liefert der kleinste Eigenwert die gesuchte 
Knicklast P — A x a. Der Einfachheit halber denken wir uns dimensionslose Grôfien 
eingeführt und l = 1 gesetzt. Die der Dichte des Stabes proportionale Grôûe e 
erscheint hier als Stôrungsparameter. Für e = o hat das ,,ungestôrte“ Problem 

M*[y] = X*N* [y], d. h. hier y lY = — X* y" 


bei denselben Randbedingungen die Eigenfunktionen 


y n ,o = sin HTix 

mit den Eigenwerten 

X* = K, 0 = nA-r* . 

J ) Fr. A. Willkrs, Das Knicken schwerer Gestànge, Z. angew. Math. Mech. 21 
(I94 1 ) 43- 
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Die Stôrung besteht in dem Gliede 


wàhrend in (20-4) 


M[y] = — {xy'Y, 


N — o ist . 


Die Verbesseiung A n l findet man unmittelbar nach (20*10). zu 

1 1 

Jsinw7ra:[ — a;(sin nnx)'Y dx J xsin 2 nnxdx 
.0 0 1 


J Bmnnx( — n i Ti t Binnnx)dx J sin^nTixdx 

0 0 

Als verbesserte Eigenwerte von (20*27) bat man «omit 


Will man noch die in e quadratischen Glieder berücksichtigen, so mufi man y n x nach 
(20*12) als Losung des folgenden Randwertproblems bestimmen: 

yJiTi + »*nVw,i = (xy^oY—j y'n, 0 

— n n cos nnx -(- w 2 ;r 2 | * — a; j sin nnx 

y», i(°) = y'n, 1 (°) = y n , 1(0 = yï,i(i) = °- 

Die Losung lautet, wenn man die additiv hinzutretende, auf A m2 ohne Einflufi blei- 
bende Funktion const * sin nnx fortlàfit: 

y n 1 — — — cosn^rar-f ; sin n n x -f* [(cos nnx — 1) -f- x(i -f* ( — i) M+1 )l« 

7 ’ 41m <\n 2 n* n*n* v ,J 

Nunmehr folgt ?. H 2 nach (20*11) durch Quadraturen : 

J y».o | U yi, i)' — ~ ^ 1] * 

2 x 

J 3^,0 y'n, 0 rf * 

0 

oder nach Einsetzen von y„ 0 und y n l i 

I 7 J + für un * erades n 

A "> 2 = 48n« n» + ibn*n‘ + 1 

J o f tir gerades n. 

Die verbesserten Eigenwerte von (20*27) kann man nunmehr mit 


^ w 2 ^ 2 4- ~ + c 2 K. 2 

angeben. Für e = 1 und n — 1 erhàlt man somit æ 10,371 an Stelle des ent- 
sprechenden Wertes A 1> 0 = n % ^ 9,87 des ungestôrten Problems. 
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§ 21. Weitere Methoden. 

21-1. Formel von Dunkerley für zusammengesetzte Système. Bei dem 

Eigenwert problem 

(2I-I) M[y]=,XN[y], 

V, \y\ = O 

môge sich der Ausdruck N [y] als Summe mehrerer Ausdrücke N Q [y] dar- 
stellen lassen: 

(21'2) N [y] = jjN e [y], 

« = 1 

wobei mari für aile r Teilprobleme 

(21-3) M[y]^=l ie) N Q [y\, ^[y|=o (g = 1, 2, . . r) 

den kleinsten Eigenwert Aj e) kennt. Ferner sollen aller Teilprobleme (21-3) die 
für die Gültigkeit der Minimaleigenschaft von A[ e) in 8*1 geforderten Voraus- 
setzungen der Selbstadjungiertheit und Volldefinitheit erfüllen. Es gilt also 

b 

f uM[u]dx 

(21-4) ti!» <; - b , 

/ uN Q [u]dx 

a 

wenn u irgendeine Vergleichsfunktion ist. Dann JaBt sich für den ersten 
Eigenwert A* des „zusammengesetzten“ Problems (2I-I) die untere Schranke 
aufstellen {Formel von J. Dunkerley): 


(21-5) K ^ — . 

V ~ 

Setzt inan nàmlich die erste Eigenfunktion ?/ 1 des Problems (2I*l) als Ver- 
gleichsfunktiori u in (21*4) ein, so erhàlt man 

b b 

S yiMly^dx J y^ly^dx 



J yiA' e [ÿ,]d* J y^^y^dx 

u a 

oder 

T / dx ^ L f 1/i^Mdx . 

1 a A i a 

Schreibt man diese Gleichung für aile q an und summiert über q von I bis r, 
so ergibt sich wegen (21*2) die Behauptung 


h 



Q - 1 


1 



Ein Beispiel wird in Aufgabe 6 von 21*6 gegeben. 
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21*2. Formel von Southwell 1 ). Piese Formel stellt in gewissem Sinne dus 
Gegenstück zur PuNKERLEYschen Formel dar; sie liefert eine untere 
Schranke für den ersten Eigenwert A x des Problems (2I-I), wenn sich M[y J 
als Summe 

M[y]=jjM c [y\ 

e=i 

darstellen laBt und die r Teilprobleme 

(21-6) M 0 \y} = A to) iV[ÿ] , ^[»/]= o 

selbstadj ungiert und volldefinit sind. Die Minimaîeigenschaft des kleinsten 
Eigenwertes A^ von (21-6) liefert dann, wenn inan als Vergleichsfunktion 
die erste Eigenfunktion y t von (21*1) einsetzt, die Aussage 

b 

S y xMçiyJidx 

;<t>) <r 

J yiN[yi]dx 
a 

Summation über o von 1 bis r liefert 


b 

J yiM[y x \dx 



$ Vi N l?/i)dx 


der rechtsstehende Quotient ist gleich Aj , man erhalt somit die SoüTHWELL- 
sche Ungleichung 


(217) 

0 1 

21*3. Minimum des mittleren Fehlerquadrates-). Die Méthode wird für 
den Fall von nui* einer unabhiingigen Veranderlichen x beschrieben, gilt 
aber genau so für mehrere unabhangige Venin derli ch e. Für eine Eigeniunk- 
tion y des Problems 

M\y] = AVfjyJ, l T fi \y]=o 
wird ein Naherungsansatz 


; u'(r, c v c 2l . . ., c k ) 


gemacht, wobei w nach Moglichkeit die Kandbedingungen erfüllt. Wenn 


x ) G. Temple, Proc. Lond. math. Soc. (2) 29 (1929) 271. 

8 ) M. Nasta, Atti d. R. Accademia Nazionale dei Lincei, Scr. (6) 12 (193°) 2I2 * 
W. Grôbner, Jahresbericht der Deutschen Math. Ver. 48 (1938) 22. 
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man sich auf nomiierte Fvmktionen w beschrankte, so würde die Forde- 
rung nach déni kleinsten mittleren Fehlerquadrat lauten: 

b 

J ( M[w ] — AN [w]) 2 dx = Min. 

a 

Uni aber keine Normierungsbedingungen einführen zu müssen, bestimmt 
man die Konstanten c t und einen Naherungswert A flir X ans der Forderung 

b 

J — AN[w])*dx 

(21*9) F[w] — U —Min. 

J w z dx 

U 

Für die c ■ nnd A bat man dann die Bestimmungsgleichungen 

(21-10) ~. = 0,--- = 0 (» = I, 2, . . k). 

Setzt man als einfachsten Fall tv gleich einer geschiitzten Funktion, die 

üF 

nicbt mehr von Parametern c v c 2 , . . . abhangt, so liefert = o den 
Naherungswert 

b 

J M[w]N[w]dx 

(21-11) A = ,! ~ 0 • 

J (N[w\) 2 dx 
« 

Dieser Wert stimmt für N j y) =. const • y mit déni RAYLEJGHschen Quo- 
tienten (8*i) überein, im Fall A 7 [?/| =p const • y iin allgemeinen jedoch nicbt. 

21*4. Kettenbruchentwicklung, Mathieusche Differentialgleichung. Ver- 
schiedene Anwendungen, z. B. Problème der Potentialtheorie, fiihren anf 
die MATHlEtTsche Differentialgleichung 

(2I-Î2) — y" = (X — 2 h 2 cos 2 x) y 

mit den Parametern X und h 2 . In einer A-7i 2 -Ebéne kann man „labile“ 
und „stabile“ Gebiete aufsuchen, und zvvar .sagt man, ein Punkt X, h 2 ge- 
hort zum stabilen Gebiet, wenn die zugeborige Differentialgleichung (21* 12) 
für dieses Parameterpaar nur Losungen besitzt, die bei unbegrenzt wach- 
sendein x beschrankt bleiben, andernfalls gehort er zum labilen Gebiet 1 ). 
Die Grenzkurven zwischen labilen und stabilen Gebieten werden von den- 
jenigen Punkten A, h 2 gebildet, für die (21*12) eine periodische Lôsung von 

x ) Diese Gebiete sind dargestellt bei M. J. O. Strutt, Lamésche, Mathieusche 
und verwandte Funktionen in Phygik und Technik, Ergebnisse der Mathematik 
und ihrer Grenzgebiete, Bd. I, S. 230, Berlin 1932. Dort findet man auch eine aus- 
führliche TÜeorie der MATHiEUschen Differentialgleichung. 
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der Période 2 n besitzt. Diese periodischen Lôsungen von (21*12) heiBen 
MATHIEUsche Funktionen ers ter Art. Bei gegebenem h sind sie die Eigen- 
funktionen des durch (21- 12) und 

(21*13) y( o) •= y( 2 n) % y'( 0) = y{ 2 n) 

festgelegten Eigenwertproblems. Sie lassen sich in FouRlETtsche Reihen 
entwickeln, und zwar unterscheidet man vier Typen: 

C„{x)=Z! A «,im + l cos (2m + 1)* » = I, 3 . 5- • • • 

CJx) =ZJ A „,im cos2mx « = 0,2,4,... 

(21*14) 

<S„(*) = sin (2m|l) X « = I,3,5,... 

m-0 

S ,M) =Ïj B «.2m sin 2mx « = 0, 2, 4, . . . 

m 1 

Die Eigenfunktionen und die Grenzkurven lassen sich für aile vier Typen 
gut nach einer TCettenbruchmethode berechnen ; zur Erlâuterung greifen 
wir etwa die S n mit ungeradem n heraus. Wir gehen mit dem in (21*14) für 
S n angegebenen Reihenansatz in die Differentialgleichung (21*12) ein, be- 
rücksichtigen 

cos 2 x sin kx — * [sin (k -f 2) x -f- sin ( k — 2) r] 

und erhalten, indem wir die Koeffizienten von sin x, sin 3 a?, sin $x, . . . 
vergleichen : 

Faktor von sin x : — B n x -j- A B n x h 2 B n x h 2 B fl ~ o 

Faktor von sin 3 .r : — 9 B n 3 -f X B n 3 — h 2 B n x — h 2 r> = 0 

Faktor von sin 5 ;r : — 25 B n 5 -f- A r> — /i 2 3 7 = O 


Das sind unendlich viele lineare Gleichungen für die B n 1 , B n 3 , B n 5 , . . . Ihre 
Déterminante 1 ) 

i) Die Déterminante ist hierbei rein formai aufgestellt. Nimmt man als Nàherung 
eine Abschnittsdeterminante, z. B. eine dreireihige, bo bedeutet dies, daÛ man von 
dem unendlichen Gleichungssystem nur die drei ersten (hier angeschriebenen) 
Gleichungen benutzt und in ihnen nur die GrôBenB n>1 , B n 9 , B n S stehen làfit, also 
das Glied B n l streicht. Man fragt also hierbei nach Lôsungen B n v des Gleichungs- 
systems, bei denen die hôheren B n v vernachlâssigbar klein sind. Ohne diese Zu- 
satzforderung hat das unendliche Gleichungssystem für beliebige Werte von /. und 
A 2 4= o Lôsungen; man braucht nur j? nl = i zu setzen und die B n< $, B n 6 , B n 7 , . . . 
rekursiv zu berechnen. Dabei werden im allgemeinen die Betrâge der B n v für 
v — ► 00 nicht gegen Null gehen. 
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( 21 * 15 ) d 


X-X +h 2 

- h 2 

0 

0 ... 

- fc 2 

A-9 

-h 2 

0 ... 

0 

-h 2 

A — 25 

~h-, . . 

0 

0 

— h 2 

X--49- ■ • 


ist von der Bauart. daB A nur in der Diagonale, und zwar linear, auftritt und 
dafi nur noch die beiden der Diagonale benachbarten Reiben mit nichtver- 
schwindenden Elementen besetzt sind. Durch Nullsetzen derartiger Deter- 
minanten erhaltene Gleichungen lassen sich in Kettenbruchgleichungen 
verwandeln: wir schreiben die Déterminante, da ahnliche Déterminante» 
gelegentlich auftreten, allgemein an: 

i A6 n n 12 


(2I-IÔ) A ■ 


A 6 ,, 


o 

«23 

«33 A ^33 


Ô 

O 

«34 

«44 A 6 4 . 


Die durch Fortlassen der n ersten Spalten und n ersten Zeilen entstehende 
Déterminante sei mit A n bezeichnet, dann folgt durch Entwicklung nach 
den Elementen der ersten Spalte 

A :== - («ji «12«21^2 ^ » 

ebenso Aj ~ («22 A 622 ) A% « 23 «32 A 3 » 

A 2 — («33 — A 633)^13 «34 «43 4 i 


UmfoFn>ung dieser Gleichungen ergibt 
„ * 

Au ix = «u «12 «21 A 
,J 1 

b 

also 


_ d 3 

^ — “22 71 ^22 * m 23 u 32 


— «22 A ^22 «23 «3Î 

U “12 “21 

A«n — «n ' ' 

°22 A6 2 2 «£3«32 ^ 

oder bei Fortführung des Yerfahrens den unendlichen Kettenbruch 
(21*17) A ^44 ~~~ «n 


a 22 Ab 2 2 ' 


W .13 A 633 


«4J — Afc.. 


Auf die Frage nach der Konvergenz des Kettenbruches soll hier nicht 
eingegangen werden. 
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(2I-i8) 


Die Anwendung auf die Déterminante (2115) liefert 

A 4 


A 2 + 


A 4 


A-25- 


A 4 


A — 49 


Die numerische Rechnung lôst diese Kettenbruchgleichung iterativ; die 
rechte Seite wird als K (A) bezeichnet, dann lautet (21*18) X — K{X)\ setzt 
man rechts eine Nàherung ÏÏ v) ein, so erhàlt man als neuen Wert 

;. (r+i) = K(X y) ) . 

In Abb. 21*1 ist A (,,+1) als Funktion von X (v) aufgetragen, wobei die Berech- 
nung von sehr rasch geht, da 

der Kettenbruch wegen seiner guten 
Konvergenz scbon nach wenigen Glie- 
dern abgebrochen werden kann. Man 
sieht ans der Abbildung, daB die 
kleinste Wurzel von (21*18) wegen des 
flachen Verlaufes der K (A)-Kurve itera- 
tiv sehr gut berechnet werden kann; 
man liât z. B. für h = I ausgehend 
von A (0) = 0 

A(°)=o; A (1) = -- o,nï6; A (2) = — 0,11023; A (3) = — 0,110249 . 

Die weiteren Nullstellen werden nicht mehr iterativ, sonderri durch Berech- 
nen von Punkten der Kurve in Abb. 21*1 und Interpolation gefunden, was 
wieder wegen der guten Konvergenz des Kettenbruches keine groBe Mühe 
verursacht. (V 1. aueh Aufg. 1 in 21-6.) 

21.5. Reihenansàtze. Eine haufig angewandte Méthode zur angenâherten 
Berechnung von Eigenwerten besteht darin, die Eigenfunktionen y{x) in 
Reihen (Potenzreihen, trigonometrische Reihen wie in 21*4 usw.) zu ent- 
wickeln (die Môglichkeit einer derartigen Entwicklung vorausgesetzt) : 

00 

(21-19) y ( r ) = £%%(*) ■ 

e = 1 

tîber die Giite und Brauchbarkeit von derartigen Reihen an siit zen laBt sich 
in der Allgemeinheit, in der hier die Problème und Methoden dargesteljt 
sind, nichts aussagen. Es sind sowohl Beispiele bekannt, bei denen die 
Reihenansàtze mit geringer Reclienarbeit vorzügliche Ergebnisse liefern, als 
au ch Beispiele, bei denen die Konvergenz so langsam stattfindet, daB die 
Méthode für numerische Zwecke unbrauchbar wird oder bei denen keine 
Konvergenz besteht. 



Abb. 21*1. Bestirnmung von Eigen- 
werten bei der MATHiEUschen 
Differentialgleichung. 
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Es soll daher hier nur kurz angedeutet werden, vvie ein solcher Reihen- 
ansatz oft durchgeführt wiïd ; die Brauchbarkeit des Reihenansatzes 
wird jedoch wesentlich von der günstigen Wahl der Ausgangsfunk- 
tionen %p Q {x) und der geschiekten Art der Durchführung des Ansatzes 
abhangen. 

Die ff Q (x) werden nach Moglichkeit bereits so gewahlt, dafl sie die Rand- 
bedingungen erfüllen. 

Geht man mit dem Ansatz (21-19) in die vorgelegte Differentialglei- 
chung (2I*l) ein, so werden die dabei auftretenden Funktionen M[ip Q ] und 
N [yj ] wieder nach den y> Q (oder gegebenenfalls nach einem anderen voll- 
standigen Funktionensystein) entwickelt: 

oc oc 

( 21 - 20 ) ^l%}= JJ X [y> e ] = 2J d c a y<„ . 

CT- 1 0—1 

Die Differentialgleichung lautet dann : 

(21-21) j>» I j? a e (c Qa - =-- o . 

Die gleich Null gesetzten geschweiften Kîaminern stellen ein (unendliches) 
lineares homogènes Gleichungssystem für die a Q dar. Dieses wird gewôhnlich 
naherungsweise behandelt, indem man die Nullstellen der Abschnittsdeter- 


minante 





Ch ^11 

c 12 *^12 • ' • 

c n . — Âd u . 

(21-22) A k {X) — 





c k\ t'&k 1 

> • • 

■ c u — ~ Àd n 


die ein Polynom k- ten Grades in A ist, als Naherungswerte für die k ersten 
Eigenwerte ansiehi. 

21‘6, Vermischte Übungsàufgaben. 1. Kettenbruciur.ethode: Man berechne 
die Knicklast für den bereits in Aufgabe 4 von 14 6 behandelten Ivnickstab, also 
den kleinsten Eigenwert ). x von 

— y" = A (2 -f QOBx)y , y (o) = y(x) = o 

nach der in 21-4 beschriebenen Kettenbruch méthode. 

00 

Ergebnis: Beim Ansatz y — £a n sin nx erhàlt man vegen 
»» = 1 

2 cos a; sin nx — sin(n -f- 1)2: -f- sin (w — i)x 

für die a n ein unendliches lineares Gleichungssystem, dessen gleich Xull gcsetzte 

Déterminante mit A =- 1 lautet 
• /* 
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Nach (21-16) und (21-17) lautet die zugehôrige Kettenbruchgleichung 


(21-23) A=/(A) mit /(A) — - 1 — — 

2 —5 

2 4 _,o>25 

A 9 0*25 

2 A > __ 16 

2 A 


Abb. 2i-2 zeigt die graphische Darstellung von /(A), die Kurve làuft für den 
ersten Schnittpunkt mit der Winkelhalbierenden sehr flach, bo dafi das Iterations- 



Abb. 21*2. Zur Kettenbruchmethodc beim Knickstab in 21*6. 


verfahren A( v+ *) — / (A^ ) gut konvergiert. Ausgehend von AO) = o erhâlt man 
AO) = 0,5 ; AO) = 0,490; Aj 8 ) — 0,490036 . 

Die Rechnung zeigt ferner, daÛ bei Berechnung weiterer A^) sich die sechs an- 
gegebenen Dezimalen von AO) nicht mehr àndern. 

Dén zweiten und hôheren Eigenwert kann man nach derselben Méthode be- 
handeln, wobei jedoch die entsprechenden Âste der /(A)-Kurve sehr steil ausfallen. 
Man erhàlt günstigere Schnittpunkte z. B. für den zweiten Eigenwert A 2 , indem man 
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A 

den Kettenbruch bis zu der Stelle 2 — -j-, die diese Empfindlichkeit hervorruft, zu- 
rückrechnet und (21-23) au f die Form bringt g{l) — h (A) mit 



Abb. 21*3. Kettenbruchmethode für den zweiten Eigenwert. 


2. Potenzreihenansatz. Für das Beispiel der Torsionsschwingung einer Scheibi-, 
das bereits in Aufgabe 4 von 11-4 behandelt wurde: 

— {e-*' y')' Xe~ x ' y oder — y" -f zxy' ~ ï.y 

y(°) = y'( 1) = 0 

sollen die zwei kleinsten Eigenwerte mit Hilfe eines Potenzreihenansatzes 

V — Z! a n x n . 
n - 0 


berechnet werden. 
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Durchrechnung : Einsetzen der Potenzreihe in die Differentialgleiehung 
— y" + 2 xy' — Xy = o ergibt 

00 

Zi— ( n + !)( w + 2)rt w + a 4- (2 n — l)a n ] ^ = 0. 

n=» 0 

Es müssen die eckigen Klammern einzeln = o gesetzt werden. Man erhàlt so für 
die a n die Rekursionsformel 

w+a (n + i)(« 2) n 

Einen bei y (x) freien Faktor kann man durch y' (o) — a t — 1 festlegen; 
y (o) — o ergibt « 0 = o. 

Somit folgt 

, v A-2 , , (A-2)U-6) 5 (A — 2)(A— 6)(A — 10) 7 , 

y(x) = x— •— a: 3 --f ^ a: 5 * 7 + * * * 

Die zweite Randbedingung y'{i) —■ o stellt dann die transzendente Gleiehung für 
die Eigenwerte A dar: 


gf(A) = 1 


A — 2 (A —2) (A — 6) (A — 2) (A — 6) ( A — 10) 


+ (A — 2)(A-6)(A -10HA-14) _ + _ Q 


Die Nullstellen diescr Funktion g( A) bestimmt man am besten nicht durch Abbrechen 
der Reihe und Auflôsen der so entstehenden algebraischen Gleiehung, sondern in- 
dem man g (A) für einige Werte A nach der gut konvergierenden Reihe bereehnet 
und durch Interpolation die Nullstellen von <7 (A) ermittelt. Man erhàlt 

*1 = 3,59692 , A 2 = 23,518 . 

3. Potenzreihenansatz : Man berechne den kleinsten Eigenwert von 


(1 ^ -) =Ay, y(o)^y(i)=o, 


indem man hier zweckmàûig nicht für y , sondern für ^ ^ -- den Reihenansatz 

/ 00 

— = y a n x n macht. 

1 + x ~ 0 

Ergebnis: Einsetzen der Potenzreihe in die Differentialgleiehung liefert mit 
b n — n\ a n die Rekursionsformel 

b n+1 - —?.(b n _ l 4- (n — i)6 n _ 2 ) (n =- 2, 3, . . .) . 

Mit b 0 — 1 erhàlt man b l = o, b t — b 3 — — A, 

b 4 — A 2 , 6 5 — 4 A 2 , = 4 A 2 — A 8 , & 7 = — 9A 3 , 6 g — — 28 A 8 4- A 4 , . . . 

* 2 71 4 " ^ 

Aus y( 1) — 2 J — TT ~\ i ~ 0 folgt für A die transzendente Gleiehung 

n = o' w + 2 l- 


3_L i ;. + ^ A ,_453 j. + ZËS*. 

2 30 480 7ÎI98 III 


aus der matai wie bei Aufgabe 2 (nicht durch Abbrechen) als erste Jïullstelle 

A, = 6,774 


erhftlt. 



324 


y, Verschiedcne andcre Verfahren. 


4, Kombination verschiedener Methoden. Man berechne die ersten drei Eigen* 

werte des Problems — | — j — ?.y; y{ o) — y(i) — o. 

Vergleichungssatz: Ebenso wie inan in 8*5 Aussagon übcr das Wandern der 
Eigenwerte bei Abàndern des Ausdruckes N [y] machen konnte, erhâit nian hier 

durch Vcrgîeich mit den Probleincn — ^ y" =■= A y und — y" — Xy bei denselben 


Randbedingungen die groben Sehranken: — k 2 n % g g k 2 n z (k ----- 1, 
Einsohliefiungssatz: Mit der die Randbedingungen erfüllenden 

(I + *)**+*— il 


i\ (x) = (!+«) 


" w sin - 


2, . . •). 

Funktion 


bildet man nach (g- 6 ) die Hilfsfunktion 


n(v 4- 2) 


I 2M+2 \2 

(21-24) “ k ’-*- (jrr+îzzi ) (I + x) ’ H ' ~ JTVff 

Fur n — — - , also 4 w 1 ~ 0 bat man damit die Sehranken 


(21-25) (kxAf + t j s <. h £ (knA ) s 4- ?, mit A = A (2 K2 + 1) 
oder in Zahlen 


6,697 S <= 7.080 
(21-26) 26,624 <» 27.008 

59.836 < / 3 <£ 60,220 . 

Rie Sehranken werden prozentual gerechnet, fiir die hoheren Eigenwerte günstiger. 
Die Sehranken lassen sich mit Hilfe der GREENsehen Funktion (nach Tafel IV) 

<?(*, {)=(* + * j — | (f + 2 )) *' ir * ^ * 

verbessern. Nach (7-21) gilt dann 

11 °° i oHo 

Benutzt man von (21-25) für ^, 2 , >?.<,, A 4 , /. 6 * obéré Sehranken, so folgt hieraus 
l x ^ 6,7617; benutzt man noch fiir weitere ?. k obéré Sehranken» so kann man 
?. y ;> 6,768 herleiten. 

Zur Verseharfung der Sehranken kann rnanferner in (21-24) die 6» r 6Be n variieren 
und bei Aufzeichnen der Funktionen @(x) für mehrere Werte von n ungefàhre 
Werte für die günstigsten a-Werte durch Interpolation bestimmen: 


k 

4 ;i + 1 1 

I Extremwerte 
von 0 i 

1 Sehranken fur die 
Eigenwerte 

■ I 

0,078 

0,050 

^miix 1 ' c 6,843 

#miii -6,764 

6,764 <: ^ 6,843 

2 { 

0,0206 

0,013 | 

#mux - 26,782 
&mln - 26,695 

26,695 <; £ 26,782 

3 f 

0,0092 
0,0056 | 

®max- 60,00 
#iuln - 59,91 | 

59.91 fC / 3 £ 60.00 


Für die hdheren Eigenwerte ist dieee Méthode wohl allen anderen überlegen. 
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Schrittweise Nàherungen: Atisgehend von F 0 (x) — 360 (x - x l ) crhàlt man 
nach 12-5 

F x (x) = 34# + 17.T 2 — 60a; 3 — 152; 4 + 24 a, 5 

und nach (12-20) 

4422 107494 

a 0 - 4320, a, — - - , e 2 , 

0 7 1155 

t*i *= 6,8385 , /<2 6,7876 . 

Benutzt man nach (21-26) l 2 = 26,624, 80 Hefert (12-21) 

6,770 <; Aj <; 6,788 . 

5. Man zeige, daB bei der Eigenwert-Funktionalgleichung 


mit den Randbedingungcn 


y" ( x ) ^y(f) 


?/(— 1)=- y (O 


(y bei a; = o regulàr) abzàhlbar unendlich viele positive Eigenwerte A /t existieren, 
die aber nicht wie bei (7.53) mit n quadratisch, sondern exponenticll anwachsen. 
Mit Hilfe eines Potenzreihenansatzes berechne man ’dio erstcn drei Eigenwerte. 
Ergebnis: Es gilt A /t A x • 2 n_1 f üi* n 1, 2, ... 

A^ 2,091 A a = 13,1 A s 51,6. 

6. Mit Hilfe der DuNKERLEYschen Formel (21-5) gebc man eine untere Schranke 
an für den ersten Eigenwert A, des Problems 

y iv A(io y — y"); y(o) ?/(0 7 y'(°) “ ?/'(0 °* 


Ausrechnung. Der kleinste Eigenwert von 

?/ IV IO )S l hj; y (o) --- f/(i) -- y'(o) y'(i) 


ist 


/SV 


(4’730J>4) 4 

10 


(nach Tafel VI), 


o 


und der von 

yiv — y( o) y(i) - y'(o) - ?/'(i) - o 

ist 

a<;-> - 4 « 2 * 

Damit liefert (21-5) 

Aj ^ — -- - 22,07] . 

jjV + ;Ï2) 

Um den Eigenwert Aj eirçzuschlieBen, wird noch mit Hilfe des KAYLRiGHschen 
Quotienten (4-25) 

1 

J u" dx 

RW --- 0 

J ( iow 2 -j- u' 2 )dx 

0 

mittels der Vergleichsfunktion u — 1 — cos 2712: einc obéré Schranke ausgerechnet : 


Ai <■ 22,432 . 

Der Mittelwert Ai ^ 22,25 ist dann bôchstens um 1% falsch. 
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Vorschlâge für die Auswahl des zu benutzenden Verfahrens 
zur genaherten Eigenwertsberechnung. 

Es ist natürlich unmôglich, allgemein anzugeben, welche der in diesem 
Bûche genannten Methoden in einem vorgelegten Einzelfalle die geeignetste 
ist. Je nach Veranlagung wird jeder Hechner bestimmte Methoden anderen 
gegenüber bevorzugen und bei einiger Übung auch selbst Abwandlungen 
und Kombinationen der hier beschriebenen allgemeinen Verfahren be- 
nutzen. 

Im folgenden soll lediglich in kurzer Ziisammenfassung ohne Anspruch 
auf Vollstândigkeit an einige der wichtigsten Methoden erinnert werden. 

I Formelmâfiige Losung. 

a) Bei gewohnlichen Differentialgleichungen mit konstanten Ko- 
effizienten kann man die allgenieine Losung der Differentialgleichung 
in geschlossener Porni angeben. Die Integrationskonstanten sind den 
vorgegebenen Randbedingungen anzupassen. 

b) Bei gewohnlichen Differentialgleichungen mit nichtkonstanten 
Koeffizienten und bei partiellen Differentialgleichungen wird es nur 
in Au snahmef allen gelingen, die Losung in geschlossener Form ahzu- 
geben. Einige einfache Beispiele solcher geschlossen losbaren Fâlle 
sind in Tafel V und VI, S. 141—149, wiedergegeben. Im allgemeinen 
ist man zur Eigenwertberechnung jedoch auf numerische oder 
graphische Naherungsverfàhren angewiesen. 

2. Überschlagsmàfîige Rechnung. 

a) Bei geringen Genauigkeitsansprüchen kann man oft sehr schnell 
mit Hilfe des Vergleichungssatzes von 8*5 oder des EinschlieBungs- 
satzes von § 9 Schranken für den ersten und auch für die hoheren 
Eigenwerte aufstellen. Man vergleicht dabei das vorgelegte Problem 
mit anderen, geschlossen losbaren Problemen, z. B. bei gewohnlichen 
Differentialgleichungen mit Problemen mit konstanten Koeffi- 
zienten. Die Schranken des EinschlieBungssatzes kônnen oft durch 
Mitnahme freier Parameter wesentlich verbessert werden (vgl. Aufg. 6 
von n*4, S. 176). 

b) Das gewohnliche Differenzen verfahren, § 17 und 19, liefert bei 
grober Maschenweite, also maûiger Rechenarbeit, einen Überblick 
über die Verteilung der niedrigsten Eigenwerte und den Verlauf der 
Eigenfunktionen (vgl. Aufg. I von 19-6). Braucht man genauere 
Werte, so rechne man hicht mit kleinerer Maschenweite, sondern 
benutze eines der verbesserten Differenzen verfahren. 



Kurze Zusammenstellung der Methoden. 
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3. Genauere Rechnung. 

a) Für den ersten Eigenwert ist in den Fallen, in denen die Zusatz- 
voraussetzungen des Satzes in 12-4 erfüllt sind, das Verfahren der 
schrittweisen Nâherungen mit der oberen und unteren Schranke nach 
(12*19) w °hl das geeignetste Verfahren ; es làBt sich je nach Beschaffen- 
heit des Problems sowohl rechnerisch, als auch bequem graphisch 
durchführen (§ 12 und 13, insbesùndere 12*5, 12*6, 13*6). 

b) Einen grôBeren Anwendungsbereich (vgl. 16* 1) hat das Ritz- 
sche Verfahren, § 15 und 16; es liefert zugleich für die hôheren Eigen- 
werte obéré Schranken. Braucht man die hôheren Eigenvverte genauer, 
so nehme man genügend viele Glieder beim RiTZschen Ansatz, also 
z. B. zur Berechnung des zweiten Eigenwertes A 2 mindestens drei 
Glieder mit. Die Güte der RiTZschen Nàherungswerte kann stark von 
der Güte der gewahlten Ausgangsfunktionen abhângen. Man führt 
daher das RiTZsche Verfahren oft (bei graphischer Durchfiihrung 
stets) in der Weise durch, daB man gewâhlte Ausgangsfunktionen 
durch einen Xterationsschritt verbessert. 

In vielen Fallen besteht die Moglichkeit, das Verfahren nach einém 
halben Iterationsschritt abzubrechen. Man kann dann mit weniger 
Rechen- bzw. Zeichenarbeit (im Vergleich zum vollen Iterationsschritt), 
allerdings auch geringerer Endgenauigkeit die GRAMMELschen Glei- 
chungen 15*6 und i 6*IO aufstellen und aus ihnen Nâherungen für 
Eigenwerte und Eigenfunktionen berechnen. 

c) Einen noch grôBeren Anwendungsbereich besitzt das Differenzen- 
verfahren, es ist an keine Zusatzvoraussetzungen gebunden und bei 
manchen Problemen, besonders bei partiellen Differentialgleichungen, 
das einzige praktisch durchführbare Nâherungsverfahren. Die ver- 
scharften Verfahren sind in § 18 und 19 beschrieben. Man kann aber 
beim Differenzen verfahren wenig über die Nâherungen aussagen, im 
allgemeinen nicht einmal, ob die Nàherungswerte zu groB oder zu klein 
sind. 

4. Besondere Verfahren. 

AuBerdem stehen eine groBe Anzahl anderer Methoden zur Ver- 
fügung, die je nach dem vorliegenden Falle sehr geeignet sein kônnen; 
anstatt viele Verfahren aufzuführen, seien hier nur die Reihenent- 
wicklungen, 21*5 und 21*6, die Stôrungsrechnung § 20 und Jntegral- 
gleichungsmethoden § 7 genannt. 
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Verzeichnis der behandelten Beispiele. 

Abkürzungen der Methoden: B Bemerkungen, 1 ) Differenzenverfahren, Du Dunker- 
LEYsche Formel, Dv Verbessertes Differenzenverfahren, e exakte Lôsungen, E EinschlieGungs- 
satz, G GREENsche Funktion, I Integralgleichungsmethode, K Kettenbruehmethode, P Potenz- 
reihenmethode, R Verfahren nach Rayleigh und Ritz, S Verfahren der schrittweisen Nâhe- 
rungen, St Stôrungsrechnung, F Vergleichungssatz. 


Differentialgleichung 

Randbedingungen 

Méthode 

und Seitenangabe 

Differentialgleichun 

(siehe aucli Tafel VI) 

gen zweiter Ordnung. 

iy{a) = y(b) rr, 0 
y(a) ^ y' (b) ==• 0 

co 

â .V(o) --= c,ÿ(i) + Cjy'(i)=-->:o 

>i 

H 

y'(o)-r l 3 /(i) -f c,y'{i) =0 
y(o)~y(i)-k(X)y'( x)-o 
y'(o) — A y(o) - y'(l) — B y(l) 
y(o) ■— y'(i) — Ay'(o) -* 0 

G 82, e 173. R 260 
e 6. G 83, E 137, D 258, 
137, e 299, Dr 298 
D 124, /S l8o, R 222, 
-33' « 83 

B 124, <8 216 
e 56 

B 65, e 71 

e 12 1 
e8 7 

~y" = Xp(x)y 

y(o) = = 0 

E 140 

p{x) — îo — x 2 und einige 
andere Beispiele 

2 /(± 0 = 0 

p 123 

— A-sgnx- y 

y(± i) = o 

e 123 

,, J 2 A y für x < { 
y \ A y für ,r > F 

y(o) = y(i) = o 

e 265, 1 ) 264, Dv 274, 
278 

— y".= A(i -f sin x) y 

— y” = A(2 -f cos#) y 

2^(o) = y{n) - 0 
t/(o) = y{n) ~ 0 

E 176, 5 187 

S 218, .K 239, À' 320 

— y" = Xzij 

2/(o) = 2/(i) = o 

D299, Dv 299, Z.angew. 
Math. Mech. 19 (1939) 
316 

-y"=Hi+x 2 )y 

y(±i)-o 

D 297 

— y" — (A — 2 h 2 cos 2 x) y 

Periodizitat 

K 316 

— (e~ £ * y')' ~ A e-**!/ 

2/(o) = y'(i) = o 

E 175, Dv 279, P 322, 
Z. angew. Math. Mecli. 
19 (1939) 304-308 


2/(o) = 2/(i) = 0 

D 304, P 323, F 324. 
D 324, G 324, 5 325 

y'' = W 

II 

T 

1 ° 

e 121 

einige weitere Fàlle in Tafel V, VI und S. 69, 12 1, 124, 325 












Verzeichnis der behandelten Beispiele. 


329 


Differentialgleichu ng 

Randbedingungen 

Méthode 

und Seitenangabe 

Different ialgleichun 

(siehe auch Tafel VI) 

gen von hôherer als zweiter 

y(°) — y'{°) — y"i l ) ~ y'"[ l ) — ° | 

Typus y"(o) = y"{l) = 0 ; 

!/ (0) 4- y"'( 0) = y (l) + c 2 y" (l) - 0, 

0 r d n u n g . 

1 1 16, R 260, 261 
|e 22, B 93 

y IV _ A(i -f- X )y 

! y{°) ~ y"(°) =- y(0 = y'D) — ° 

y 135 

(a y")" = Ay 0 y 

y(0) - 1/(0) - y"(Z) - y'"(Z) - 0 

& 199, u 254 

y IV -f ^((1— x)y')'^ Ay 

y(°) = y» = »/"( I) - y"'(i) - 0 

7? 220, R 261 


y(±i) = y // (±i)=o 
y(o) = y'(o) - y(i) == y'U) == 0 
verschiedene andere Randbedin- 
gungen 

e 299, I) 299, De 300 
e 63, $ 220 
«54* 55- 88, 93* 12 1. 
Tafel VI 

7/ iV At 1" 

?/ IV + 42/ = — A y" 
iv 1 0^ 4 j // 

r + — 

y(±i) = y #/ (± 1)^=0 

y(o) = y"(o) - y{7 1) = y"(n) = 0 

y(o) ^ y'(o) = y(Z) - 3/(1) = 0 

K 175, S 219, ii* 260 
e 91, St 308 

« 1^3 

y 1V; = hy-' l hy" 

y IV = A(ioy — y") 

.v(°) = y'( 0) =• y(0 =- y'(Z) = 0 
y(°) = y'(°) — y(i) — .y (1) — 0 

« 173 

/e 325, Du 325 

y IV — e(xy'Y = — A y" 

y(o) = y / '(o) = y(i)-y / '(i)--o 

<S7 312 

[(2 — arjy'']" = -A y" 

y(°) — y 7 (o) — y(i) — y '(i) — ° 

A’ 188, R 258, D 266 

f(3 ~ *VT +• 60 y = — A y" 

y(± 1) - y"(± 1) = 0 

D 174, S 216 

einige andere F^lle in Tafel VI und S. 1 25 


y vl ~ r(z) 

y , y', y" — 0 für a: = 0 und 1 

(7 122 

— y Y1 — 492/" = A(i4*/ IV + 3&y) 

y» y". y IV — O für x — 0 und 71 

e 91 

~ y vl + 2 t v IV - y" = A (— y" + y) 

y, y', y" oder y ; y', y'" = 0 
für x ~ cl und .r — b 

R 70 

Mehrere Felder der Differentialgleichung. 
Stabknickung mit zwei Knicklasten 

«33 
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